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Presentaciéon

El presente volumen constituye las Memorias del IX Simposio Métodos
Matemdticos Aplicados a las Ciencias. Recoge las contribuciones de desta-
cados investigadores —costarricenses, latinoamericanos y franceses— que pre-
sentan sus métodos de matematica aplicada o sus aplicaciones en campos
tan diversos como la psicologia, la astrofisica y la geografia, entre otros. El
lector podra apreciar la consolidacién en el pais de grupos de investigadores
en Matematica Aplicada, especialmente en los campos del Anélisis de Datos,
la Optimizacién y la Probabilidad. El primero de ellos, se puede decir que
es consecuencia de esta serie de simposios, que nacieron con la venida al pais
de prestigiosos investigadores franceses en el campo.

Esperamos que estas memorias contribuyan al desarrollo cientifico en
Costa Rica y Latinoamérica, tanto en la difusiéon de las técnicas como las
aplicaciones.

Queremos aprovechar la ocasién para agradecer a todas las personas e
instituciones que han hecho posible la realizacién del evento, especialmente
a la Escuela de Matematica y a la Vicerrectoria de Accién Social de la Uni-
versidad de Costa Rica, y a la Vicerrectoria de Docencia y al Departamento
de Matematica del Instituto Tecnoldgico de Costa Rica. También ha sido
importante la contribucion del Programa de Adiestramiento y Capacitacion
en Matematica y el Programa de Investigacién en Modelos y Andlisis de
Datos. El apoyo brindado por la Sede del Atlantico de la Universidad de
Costa Rica en Turrialba ha sido de un gran valor. Queremos agradecer el
importante aporte cientifico del Consejo Editorial, que revisé las ponencias
presentadas, asi como el aporte de las asistentes que hicieron un gran trabajo

de organizacién.

Javier Trejos Zelaya
Turrialba, febrero de 1995
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MODELOS PARA LA RIQUEZA ESPECIFICA EN AMBIENTES

FLUCTUANTES BASADOS EN LA TEOR{A
DE BIOGEOGRAFIA INSULAR

MARIANO J. ALVAREZ! — FERNANDO R. MoMo!

Resumen

Presentamos un modelo general sobre riqueza especifica, en el marco de la teoria de
biogeografia insular, que toma en cuenta explicitamente las perturbaciones ambientales.
Nuestro modelo se basa en el efecto del estrés fisioldgico y de la exclusién competitiva
sobre las tasas de extincién e inmigracién de una isla. La importancia de este enfoque
surge de la simplicidad de expresion de la razén de cambio de la riqueza en términos de
inmigracién y extincion, das cuales a su vez pueden descomponerse en probabilidades
instantaneas dependientes del nivel de incertidumbre del ambiente. El modelo predice
maximos y minimos de riqueza a niveles intermedios de pertubacién dependiendo de
los parametros y en principio puede ser aplicado a cualquier ambiente, ya que todos los
ambientes son insulares en distinto grado. 7

Palabras clave: competencia, variabilidad, diversidad, riqueza especifica, estrés, biogeo-
grafia insular. ! i

Un viejo problema en ecologia es la prediccion de la riqueza especifica de un determinado
habitat con un cierto grado de variabilidad (Hutchinson 1951, MacArthur 1975).

Si bien se han propuesto algunos modelos particulares para describir la variacién de la
riqueza a lo largo de un gradiente de fluctuacién o impredictibilidad ambiental (MacArthur
1975, Huston 1979, Hall et al. 1992) no hubo un gran éxito en predecir, con un mismo
modelo, todos los comportamientos hallados en los datos de campo y lograr que ese modelo
sea plausible en sus supuestos biolégicos. Modelos como los de Dayton y Hessler (1972),
Connell (1978), Huston (1979) o Barradas (1993) predicen riquezas maximas para varianzas
ambientales intermedias, sin embargo, o bien las predicciones son cualitativas, o toman en
cuenta un solo fendmeno de interaecion especifica.

Por otra parte, sabemos que existen casos en los cuales la riqueza de los puntos con
fluctuacién intermedia es minima y no maxima (Momo, en prep.).

La teoria sobre la influencia de los procesos de una poblacién en la diversidad de las
especies de las islas tienen un enorme impacto en ecologia, pues como dicen MacArthur

' UNIVERSIDAD NACIONAL DE LUJAN, PROGRAMA DE ECOLOGiA MATEMATICA, CC 221, 6700 LUJAN,
ARGENTINA A :
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y Wilson “todos los ambientes naturales son insulares en distinto grado”, las heces del
ganado vacuno esparcidas por un campo son islas para los animales copréfagos, un tronco
en descomposicion es una isla para los artrépodos que viven en él, un grupo aislado de
arboles es una isla para las poblaciones de insectos fitéfagos.

En este trabajo se presenta un modelo que toma en cuenta dos procesos biolégicos
con consecuencias-a nivel poblacional y comunitario: la competencia y el estrés fisiologico,
combinados a partir de la teoria de biogeografia de 1slas

1 Planteo del modelo

La velocidad de cambio de la riqueza especifica depende de la inmigracion de especies nuevas
y de la extincién de las especies presentes en la isla:

ds
dt

La forma mas sencilla de desarrollar las ecuaciones de inmigracion y extincion es suponer
que las tasas de inmigracién-y extincién-son constantes:

=In-Ez ' (1)

= I(S* - S;) : (2)
X Ez=E-S5, : (3)

donde S* representa el “pool de especies’ (niimero total de especies de las areas preveedoras
de especies que rodean al sistema insular), S; es el nimere de especies presentes en la isla
en el tiempo t, [ y E son las tasas de inmigracion y extincion, respectivamente.

Comenzaremos planteado las tasas de inmigracién y extincién por especie como la ex-
tinga para una unidad de tiempo, luego aproximaremos las velocidades de inmigracién y
extincion totales en base a las probabilidades individuales.

1.1 Tasa de extincién por especie E; = -

Definiremos la tasa de extincién por especie F; como la proba.blhdad instantdnea de que se
extinga la especie establecida .

La extincién puede deberse al estrés fisiolégico producto de las fluctuaciones ambientales
o0 a la exclusién competitiva, entonces:

E; =1-pUe; - pCe; (4)

donde pl'e; es la probabilidad de que la especie i resista el estrés fisiologico producto
de las fluctuaciones ambientales de la isla y pCe; es la probabilidad de que la especie ¢
resista la exclusién competitiva para una unidad de tiempo. Dado que los fenémenos son
condicionales, el producto (pUe;-pCe;) representa la probabilidad de que la especie ¢ resista
el estrés fisiolégico y la exclusién competitiva. .

La probabilidad de resistencia al estrés ﬁsmloglco (pUe;) depende de la resistencia propia
de la especie i a las fluctuaciones ambientales y del nivel medio de fluctuaciones caracteristico
de la isla, por lo que aproximaremos el factor pUe; mediante una funcién de p (alguna
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medida de la variabilidad o “ruido” ambiental). Una expresion simple para aproximar esta
probabilidad es la funcidn
Ueoi - Uegjke;

Uegine, + ke 5

pUei(p) =
que deriva de la ecuacién de Hill, donde Ueg; es la probabilidad de resistencia al estrés para la
especie 7 en un ambiente sin fluctuaciones, Ues; representa el nivel de variabilidad ambiental
para el cual pUe; = Uép;/2 y es el punto de inflexion de la funcién. ke; nos da una idea de
la forma de la curva; si ke; es igual a 1 la expresion se convierte en una funcién de Monod o
de ‘Michaelis Menten’; cuanto mayor sea ke; mas mercado sera el comportamiento de tipo
constante con ‘umbral’. Una superficie de respuesta de esta aproximacion se éncuentra en
la figura 1. : £

pUe

Flgura 1 Superﬁc:e de respuesta de la
aproximacion de Hill.

Para ke; > 1, la respuesta relativamente constante para baja variabilidad ambiental,
se debe a una atenuacién de los efectos de las fluctuaciones sobre los organismos debido
a la adaptabilidad fisiolégica intrinseca de la especie i. El efecto.de la adaptabilidad es
importante hasta cierto nivel de ruido ‘critico’ o ‘umbral’, a partir del cual el estrés produce
un aumento rapido de la probabilidad de extincidn. i :

Llamamos a esta ecuacién aproximacién de Hill por su parecido con la expresiéon formu-
lada por Archibad Hill en 1910, que describe la curva de unién del oxigeno a la hemoglobina
(Voet, 1992). '

La probabilidad competitiva (pCe;) depende de la habilidad competitiva de la especie 1,
de las densidades poblacionales de las especies cuyos nichos se solapen parcialmente con el de
la especie en cuestién y del valor medio del solapamiento, Las densidades poblacionales de
las especies establecidas en la isla estan relacionadas con el nivel de variabilidad ambiental,
a mayor variabilidad menor es el promedio de las densidades poblacionales, por lo que
aproximaremos el factor pCe; mediante una fun(:lon de p. Esta proba,bll.ldad sera estimada
mediante una funcién del tipo de las ecuaciones de Hill,

Ceg; -Ceg'f" 4phei

(6)
Cels’ + pihe:

pCei(p) =

donde ‘Cep; representa la probabilidad de que la especie i sea resistente a la exclusion
competitiva en un ambiente sin fluctuaciones, Ces; representa €l nivel de fluctuaciones
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ambientales para el cual resulta pCe; = Cep;/2 y es el punto de inflexion de la funcién. he;
nos da una idea de la forma de la curva; de tipo Monod para he; igual a 1 y de tipo constante
con ‘umbral’ para valores elevados, pasando por respuestas aproximadas a la logistica para
valores intermedios del parametro.

Con valores de ~he; mayores que 1 se consigue que la razén de cambio de pCe; sea
cercana a cero para baja variabilidad ambientdl. Esto se debe a una atenuacién de los
efectos del ruido sobre los individuos de las especies establecidas en la isla por causa de la
adaptabilidad fisiolégica. Este efecto mantiene las densidades poblacionales relativamente
constantes y cercanas a la capacidad de carga efectiva de cada especie para un nivel de

fluctuacion pequeio.

1.2 Tasa de establecimiento por especie [;

Definiremos la tasa de establecimiento por especie I;, como la probabilidad instantinea de
que se establezca en la isla una especie nueva 1.

Para que la especie i se establezca se deben cumplir tres condiciones: (1) la especie i
debe arribar a la isla, (2) debe ser resistente a la variabilidad ambiental propia de la isla y
(3) debe resistir la exclusién competitiva. Expresaremos entonces la tasa de establecimiento
por especie como:

I = pA; - pU; - pC; (7)

donde pA; es la probabilidad de que la “especie i arribe a la 1sla para una determinada
unidad de tiempo, por lo que la denominaremos probabﬂldad instantanea de arribo’; pU;
es la probabilidad de que la especie en cuestion resista el estrés fisiologico producto de
la variabilidad ambiental; y pC; es la probabilidad de que la especie i sea resistente a la
exclusién competitiva.

La probabilidad instantdnea de arribo (pA:) depende del aislamiento de la isla y del
potencial de dispresién de la especie i, por estras razones trataremos a pA; como indepen-
diente respecto de u. Consideraremos esta probabilidad como una constante para cada isla
estudiada, ya que los factores de los que depende pA; se pueden considerar invariables para
la escala de tiempo utilizada en el modelo.

La probabilidad de resistencia al estrés (pU;) depende directamente de u. La pro-
babilidad de resisitencia frente a la exclusién competitiva (pC;) depende de la habilidad
competitiva de la especie 7 y también es funcién de la variabilidad ambiental, ya que la
competencia depende de las densidades poblacionales medias de las especies cuyos nichos se
solapen parcialmente con el de la especie en cuestion y del valor medio del solapamiento, y
estos parametros dependen de p. Aproximaremos estas probabilidades de manera analoga
a como'lo hicimos con pUe; ¥ pCe;.

Uoi - Us;
pUi(p) = /2 (8
Usi + uh :
Coi - C;‘,-‘ 4 ph
Ci(p) = ——=—— (9)

Csi + ph
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1.3 Velocidades de extincién y establecimineto para la comunidad

Para la especie i, E; = 1 — pUe; - pCe;, entonces definiremos la velocidad de extincién para
la comunidad de especies que habitan la isla como

Exz=FE- -5 =(1—-plUe:pCe)- 5; (10)

donde 5, es la riqueza especifica de la isla para el tiempo ¢. E es la tasa media de extincion,
pl7e y pCe son las probabilidades medias de resistencia al estrés fisiolégico y a la exclusion
competitiva respectivamente,

S: x
pUe + 1 EpUe. : (11)
St:—l
b 7
;?Ce = FZ pCe; 7 (12)

Aproximaremos pCe y pCe como funciones de u de la misma manera que lo hicimos para
plie; v para pCe;, donde los parimetros de estas funciones seran los promedios de los
parametros de las aproximaciones de pUe; y pCe; (ver tabla 1).

La velocidad de establecimiento de especies nuevas sera

In=I(S"- 8;) = pA-pU - pC - (§* — S¢) ' (13)

donde I es la tasa media de establecimiento,

- 1 5! i .
pU = Z pU,' (15)
Jt

- 2 #Ci (16)

Por las razones mencionadas con a,ntenondad trataremos la probabilidad medla pA
como constante para cada isla estudiada. '

Podemos aproxi8mar pU y pC en funcién de p de forma similar a como lo hicimos para
pU; y pC;, donde los parametros seran los promedios de los parametros de las aproximaciones
para pU; y pC; (Ver tabla 1). .

1.4 Formulacién y resolucién del modelo diferencial

Por combinacién de las’ecuaciones (1), (10) y (13) resulta,

%:pA-pU-pC-(S'—S;)—(l—pUe-pCe}-Sg (17)

_S‘—Sz Z pA; e : (14)7
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pUe; pUe- | pUi pU .
1 sl L 1 Sg
U N U = — & ; ; et i.
€0 | €0 Stg €0 Usp | Uy 5:; Us
= 1 S 1 S
Ues; - Ues = =) Ues; ol 55" Us = —5 Us;
€5 €5 5:; 6‘/5 5i Us Sf; 51
1 58 - - 1 St
ke; ke = —) ke; k; = —9% k;
Sgé___zl % . : Stg
j)CE;‘ pCe PC: pC
1 S _St = 1 S —'St
Cep C€o=5,__5t g Ceg; | Coi Co=§—_—5t- ; Coi
- 1S 1,
Cepi Ces= 5 — 35, ; Cesi+4 Csi Cs = $ =3, ; Csi
1 ey L S-S
hes shia= he; h; h= h;
wedgiat o 6 B o i edm re 02

Tabla 1: Relacion entre los parametros de las tasas de extincién y establecimiento por
especie con los pardmetros de las tasas totales de extincion, para las especies establecidas,
y establecimiento, para las especies nuevas.

Reemplazando (pA pU pC) por I y (1 — pUe pCe) por E nos queda:

ds
d—;:I(S*—Sz)—E-St (18)
donde [ v F son funciones de u independientes respecto al ﬁempo.

Integrando la Ec. (18) obtenemos. TEF

_ So(E + 1)+ S*I(elE+Dt 1)

= (E + I)elB+D)t (19)

donde Sj representa la riqueza especifica para t = 0.

1.5 Equilibrio dinamico de especies

En estado estacionario, la tasa total de extincién debe ser igual a la tasa total de esta-
blecimiento. en este punto se alcanza un equilibrio dindmico, dado que las especies que se
extinguen a menudo difieren de las que se establecen en la isla, por lo que la composicién
de la biota puede cambiar aunque S sea constante.
ds i § el =
Como —de = 0, podemos despejar la diversidad (5) de la Ec. (18),
T

E+1 (4

S =
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Combinando las ecuaciones (19) y (20) y reordenando resulta,

Sy =5+ (So - F)e~(E+D < PR -(21)

2 Comportamiento del modelo

Analizaremos la respuesta del modelo dando distintos valores a las constantes, de manera de
obtener un espectro de comportamientos. La tasa de extincion serd analizada mediante las

figuras 2 y 3; en las figuras 4 y 5 se grafico la tasa de establecimiento. El comportamiento
de estas tasas se comenta en la discusion.

1 - pUepCe

1-pUe pCe

p e ' B
Figura 2: La exclusion competitiva es Figura 3: Las especies son muy sensible con
relativamente poco significativa mientras que el respecto a la  exclusion competitiva y
estrés fisiologico es importante. _ relativamente resistentes al estrés fisiologico.

pApUpC
~ pApUpC

Figura 4: La especie i es buena competidora. Figura 5: La especie i es muy sensible a la

exclusion competitiva.

e

Diferencias en el parametro de forma entre las aproximaciones de pUe y pCe y de pU y
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pC tienen como resultado la aparicién de minimos y maximos locales.

1-pUe pCe
pA pU pC

1! 22 : m

Figura 6: Tasa de extincién por especie frente - Figura 7: Tasa de inmigracion por especie
a L. El parametro de forma de la aproximacion frente a . - El parimetro de forma de la
de pUe es menor que el de la aproximacion de aproximacion de pU es menor que el de la
pCe. - ‘ aproximacion de pC.

Comportamiento del modelo en estado estacionario

T A

Incertidumbre ambiental - Incertidumk

Riqueza especifica

'Riqueza especifica

]

Figura 8: El efecto de las fluctuaciones- Figura 9: El efecto
ambientales es mas importante que la competencia es signific
relajacion de las interacciones competitivas e

interespecificas, por disminucién de las

densidades poblacionales medias.

Riqueza especifica

Incon'dun'pre ambiental

Figura 10: Las especies son muy sensibles al
estrés fisiologico y a la vez buenas
competidoras.



MODELOS PARA LA RIQUEZA ESPECIFICA EN AMBIENTES FLUCTUANTES

2.1 Andalisis fuera del estado estacionario

Las figuras 11 a 14 ilustran el comportamiento del modelo en los puntos de no equi.]jbrio
(21) para distintos valores de incertidumbre ambiental, donde los parametros son los mismos

utilizados para la confeccién de las figuras 8,9 y 10.

Figura 11: Representacion de la riqueza
especifica en funcién del tiempo y del nivel de
- fluctuaciones ambientales, utilizando los mismos
parametros de la figura 8 y una riqueza inicial
igual a cero. - :

Riqueza
especifica

Tiempo 10

Figura 13: Riqueza especifica en funcién del
tiempo y del nivel de fluctuaciones ambientales,
para los mismos parametros de la figura 10 y
tomando la riqueza inicial igual a cero.

3 Discusion

2,

Figura 12: Representacion de la riqueza
especifica en funcién del tiempo y del nivel de
variabilidad ambiental, para los - mismos
parametros utilizados en la construccién de la
figura 9, y tomando la riqueza inicial igual a
cero.

Y

2 /i i1/,

‘”’;_‘gé%ﬂﬂ,{"
445rag,

”,

Incertidumbre
ambiental

Figura 14: Riqueza especifica en funcion del
tiempo y del nivel de variabilidad ambiental,
utilizando los mismos pardmetros que la figura
10, pero tomando la riqueza inicial igual a §
especies. Se observa que la diversidad se acerca
a la riqueza de equilibrio por el lado superior ¢
inferior, de la misma forma exponencial.

Su prevalece el efecto del estrés fisiologico frente al efecto de la competencia, la probaf.blhda,d
instant4nea de extincién (figura 2) tiende a uno al aumentar la incertidumbre ambiental y
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presenta un minimo absoluto para un nivel de fluctuaciones ambiental nulo, ya que como
se menciond antes, la competencia es despreciable. La probabilidad de establecimiento
(figura 4) es maxima para un nivel de incertidumbre ambiental igual a cero, la competencia
es despreciable, y el minimo se presenta para elevados niveles de variabilidad ambiental,
debido a los efectos del estrés. En la representacién de la diversidad especifica de la isla
en el estado estacionario (figura 8), la riqueza aproximadamente constante que resulta para
niveles bajos de incertidumbre se debe a la adaptabilidad fisiolégica de las especies frente a
las fluctuaciones ambientales. Luego de un nivel ‘umbral’ de fluctuacién, a partir del cual
la adaptabilidad es menos efectiva, la riqueza disminuye de forma exponencial debido a los
efectos del estrés; este comportamiento exponencial concuerda con el modelo de MacArthur
(1975), quien derivo sus resultados de un teorema de la informacion y los valido con datos
de campo diversos. Es probable que este comportamiento se observe en escalas espaciales
grandes, con gradientes de incertidumbre de tipo regional. y

Si prevalece el efecto de la competencia frente al estrés fisiologico, la probabilidad ins-
tantanea de extincién (figura 3) presenta un maximo local para niveles bajos de fluctuacién,
debido a la incidencia de la exclusién competitiva y tiende a uno para niveles elevados de
incertidumbre ambiental, debido al estrés fisiologico. Este comportamiento es responsable
de la existencia de un minimo local para niveles de incertidumbre intermedios. La probabi-
lidad de establecimiento de especies nuevas (figura 5) presenta un minimo local para niveles
de variabilidad ambiental bajos, debido a la competencia interespecifica, la cual es maxima
cuando las densidades pobla,ciona;.les‘ son altas; esta probabilidad tiende a cero para niveles
elevados de incertidumbre. A causa de este comportamiento existe un maximo local de pro-
babilidad de establecimiento para niveles intermedios de incertidumbre ambiental. Como
la probabilidad de extincién se minimiza y la de establecimiento de especies nuevas se ma-
ximiza para niveles intermedios de fluctuacion, la riqueza especifica del estado estacionario
(figura 9) muestra un maximo local para niveles intermedios de perturbacion; el minimo
local para incertidumbre cercana a cero se debe a la elévada competencia, por ser maximas
las densidades poblacionales. Para niveles elevados de incertidumbre la riqueza tiende a
cero debido, como en todos los casos, al estrés fisiolégico. Una riqueza maxima para niveles
intermedios de perturbacién puede predecirse a partir de modelos metapoblacionales (Cas-
well y Cohen 1991, Barradas 1993), modelos generales de sucesion ecolégica (Huston 1979)
o modelos de interacciones poblacionales en ambientes heterogéneos (Connell 1975, 1979).
Barradas (1994) probé que las perturbaciones ambientales pueden permitir la coexistencia
de especies competidoras.

Si las especies son muy sensibles al estrés fisiologico y la competencia es importante,
la representacion de la riqueza especifica en el estado estacionario (figura 10), presenta un
minimo a niveles medios de incertidumbre ambiental producto. principalmente, del estrés
fisiolégico. El maximo local de riqueza, por relajacion de la exclusién competitiva, aparece
para niveles de fluctuacién mayores. Finalmente para grados de incertidumbre elevados, la
riqueza tiende a cero a causa del estrés. Este comportamiento puede interpretarse en el
marco de las teorias cldsicas de la sucesién (Margalef 1983), como un ejemplo de reemplazo
de una comunidad con especies predominante K-estrategas, caracteristica de ambientes
predecibles, por otra con especies predominante r-estrategas, caracteristica de ambientes

fluctuantes.
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Con respecto a la figura 6, donde el parametro de forma de la aproximacion de Hill para
pl/e es menor que el correspondiente para pCe, el maximo local se debe al estrés fisioldgico,
ya que para un nivel de incertidumbre bajo, el efecto de la exclusién competitiva es relati-
vamente constante. El minimo local se debe a una disminucién brusca de las interacciones
competitivas, al disminuir las densidades poblacionales una vez superado el nivel de ruido
‘ambral’. Para la figura 7, donde el pardmetro de forma para pl/ es menor que el de pC, el
minimo y méaximo locales se deben a los mismos efectos mencionados para la figura 6.

La ventaja de enforcar-el problema de la riqueza especifica en ambientes fluctuantes,
utilizando la teoria de biogeografia insular, se basa en la simplicidad de expresion de la
velocidad de cambio de la riqueza en términos de inmigracién y extincién, las cuales a su
vez pueden descomponerse en probabilidades instantaneas de resistencia al estrés y a la
exclusion competitiva y estas ultimas se pueden apronmar con funcmnes de algiin indice
de perturbacion. - e

La probabilidad instantdnea de a.rrlbo promedio pA se asumio constante para cada grupo
de especies e isla tratada. Una aproximacion mas realista seria plantear esta probabilidad en
funcién del nimero de especies presentes en el pool pero ausentes en la isla (especies nuevas),
ya que en un proceso de colonizacién.hipotético, los primeros colonizadores poseerian una
probabilidad de arribo mayor que los posteriores (mayor potencial de dispersién), por lo
que la probabilidad de arribo media deberia decrecer conforme las especies nuevas estén
formadas por los representantes con menor potencial de dispersién.

Puede verse que una tlinamica simple de inmigracién-extincién puede dar lugar a una
gran variedad de patrones de riqueza no triviales. Es importante encarar la validacién de
estos vodelos con datos de campo, ya que su uso pueae ser 1til en problema,s de conservacmn

y manejo.
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UNA NUEVA MANERA DE CONTAR PARTICIONES

JUuAN BozA CORDERO* ALEX MURILLO FERNANDEZ!

Resumen

Se estudia la funcién de particién p(n) a partir de la observacién de que el niimero

de particiones del entero n > 0 es igual al ntimero de soluciones (k1, ...

7kn)a kz 2 Oa

de la ecuacién Y., ik; = n. Se obtienen férmulas de recurrencia con las cuales
se construye una matriz de valores para calcular p(n). Se hace un estudio de la

complejidad de las férmulas en este nuevo enfoque, comparandolas
tradicional de Euler.

Palabras clave: particién, recursividad, complejidad.

1 Introduccion

con la férmula

Una particién de un entero positivo n es un arreglo (A1, ..., \,,) de enteros \; que satisfacen:

AL+ A+ A =,
MZ>Az -2 A, 20,

Por ejemplo, las particiones de n = 5 son:
(5,0,0,0,0), (4,1,0,0,0), (3,2,0,0,0), (3,1,1,0,0), (2,1,1,1,0), (1,1,1,1,1).

Si se tiene una particién de n que satisface (1) y se define ki, ko,

ki=MX—Xa, ko =X — A3, ..., kn=Ap,

entonces se tiene que k; > 0, con 1 < ¢ < n y el n-tuplo (ki, ko, ...

siguiente igualdad

n
i=1

*Escuela de Matemética, Universidad de Costa Rica
TEscuela de Matemética, Universidad de Costa Rica
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(1)

..., k, mediante

,kn) satisface la

(2)
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,kn) con entradas enteras k; > 0 satisface (2),

Reciprocamente, si el n-tuplo (kq,...,k
, An) de n si se definen de la siguiente forma:

entonces se obtiene una particién (\q, ..

A=kt ket + by
No= koot ky
An = K.

Asi, el problema de hallar todas las particiones de un entero positivo n, es equivalente
al de encontrar todas las soluciones (k1, ..., k;, ), con entradas enteras k; > 0, de la ecuacién
(2).

En la literatura se denota con p(n) el numero de particiones de n, de modo que en lo
que sigue, p(n) es también el nimero de soluciones de la ecuacién (2), en el sentido ya
indicado. La “funcién de particion” p(n) es una funcién aritmética interesante que ha sido
estudiada a profundidad [4, 9]. La necesidad misma de considerar y contar particiones
de diversa naturaleza, aparece en muy diversos contextos [1], en problemas combinatorios
y de la teoria de nimeros [5]; en la teorfa de representaciones de grupos [6]; en relacién
con los polinomios simétricos [7], para citar solamente algunos. Grandes esfuerzos se
han dedicado tradicionalmente al calculo efectivo y a la obtencién de férmulas asintéticas
[1, 8,9, 4]. Todos los enfoques conocidos por los autores parten de considerar directamente
las particiones de n y mediante el estudio de la funcién generatriz de p(n), establecer una
férmula de recurrencia. Todo esto pasa por el uso ingenioso de la “identidad de Fuler”,
como se puede observar en [8].

El punto de vista que se presenta aqui es diferente, pues se obtienen férmulas de
recurrencia para p(n) por métodos combinatorios elementales, que consisten bésicamente
en pasar de manera controlada del conjunto de las soluciones de (2) al conjunto de las

soluciones de
n+1

> iki=n+1.

i=1

Para finalizar se compara el algoritmo aqui presentado con la conocida férmula de
Euler [8].

2 Férmulas de recurrencia para p(n)

Para n > 1, Y (n) denota el conjunto de todas las soluciones
(k1,kay .o kn), (3)

con k; > 0, de la ecuacién (2). Paran > 2, >°,(n) denota el conjunto de las soluciones (3)
de (2) con k1 = 0; se define la funcién pi(n) = |Y.;(n)|, para n > 2.
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Teorema 1 Con la notacién anterior, se tiene

p(n) =p(n —1) + pi(n), para n > 2.

Demostraciéon. De la siguiente biyeccién

>(n—1) — 22(n)\ 221(n)
(k’l,k‘g,...,k‘n_l) — (1—|—k‘1,k‘2,...,k’n_1,0),

se obtiene
12— =[2Mn)\ i (n)|.
Y de la unién disjunta de la derecha en
Y(n) = (S(n) \ 4 (n) U X, (n),
se obtiene la afirmacion. Demostracidn.

Para 2 < j <n, 37;(n) denota el conjunto de las soluciones (3) de (2) con k1 = ky =
-+ = kj; = 0; se define la funcién

pi(n) =[5,
Teorema 2 Con la notacién anterior se tiene la siguiente igualdad

p](’I’L) :p](n_l_j) +pj+1(n)7 para n Z]+17 COnj = 1727""

Demostracién. Basta escribir
525(n) = (S5 \ () U i1 (n)
y considerar la biyeccion

Ej(” —1-3j) - Zg(") \ Ej+1(”)
(0,...,0,k3j+1,...,kin_1_j) — (0,...,0,1—I—kij+1,...,k7n_1_j,0,...,0).

Demostracién.

Para 1 < j < n, se denota con ;(n) al conjunto de las soluciones (3) de la ecuacién (2)
con exactamente j ceros al principio, es decir, ky = ko = --- = k; =0, kj11 # 0. Observe
que toda solucién (3) de (2) con exactamente un cero al inicio, posee 2 ceros al final, En
efecto, ponga k1 = 0, ko > 1; si se supone por contradicién que k, # 0, entonces k, = 1
y de aqui, kg = ks =--- = k,_1 = 0, lo cual es imposible. Si, de nuevo por contradiccién,
kn—1 # 0, entonces (n—1)k,—1 >n—1ydeaquin =2ko+---+(n—1)k,—1 >24+n—1=
n + 1, lo cual es imposible.

Mediante un argumento similar al anterior, el lector puede demostrar el siguiente
resultado.
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Lema 1 Si una solucion (3) de (2) posee exactamente j ceros al principio, entonces tiene
Jj+1 ceros al final, para n > 2(j + 1).

Lema 2 Con la notacion mencionada, se tiene la siguiente igualdad

[52(n)| = ps(n = 1),

Demostracién. Toda solucién (0, ...,0,kj11,...,kn) € >75(n) de (2) con kjiq > 1 deter-
mina la solucién (0,...,0,kj41—1,...,ky—1—j) € Zj(n —1—7); es claro que esto da una
biyeccién

Yi(n) — ¥n—1-j).

Demostracién.

Teorema 3 La siguiente tgualdad es vdlida para n > 3.

[5]-1
p(n) =14+ > pj(n—1-7).
j=1

Demostracién. Se consideran los casos para n par y para n impar.

Sin =2t, cont > 2, entonces de la igualdad

S21(28) = X21(26) U 325(26) U -+ U Xy (20) U{(0,...,0,1)},

se obtiene
t—1 t—1
m) =1+3 550 =1+ pin—1-)). (4)
j=1 j=1
Para n =2t + 1 con t > 1, una consideracién analoga conduce a
pi(2t+1) =1+ Y"1 pj(n—1—).

Demostracién.

Existen férmulas semejantes a la del teorema 3 para toda funcién p;, como se establece
en el siguiente teorema, cuya demostracion se omite.

Teorema 4 La siguiente igualdad es vdlida para n > j + 1.

[5]-1
pi(n) =1+ > pi(n—1—1).
i=j
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‘n‘ 1 ‘ 2 ‘---‘n—4‘n—3‘n—2‘n—1‘ n ‘
b

p1 * ?
D2 *

b3 *

Figura 1: Célculo de pi(n).

3 La matriz de valores

Por definicién, p(1) = 1. La aplicacién reiterada del teorema 1 permite calcular facilmente
p(n) para valores pequenos de n. Por ejemplo, para n = 5 se procede asf:

p(5) = p(4) + pi(5)
= p(3) + pi(4) + pi(5)
= p2) + p@) + p4) + »©)
=p(1) + m2) + mB) + ;@) + p(5);

de Y(2) = {(2,0),(0,1)} se deduce p1(2) = 1; el teorema 3 provee los valores p;(3) =
1,p1(4) = p1(5) = 2 y entonces p(5) = 7. Este valor p(5) = 7 coincide con el conteo
directo del niimero de particiones de n = 5, como se observé en la seccién 1.

La aplicacién reiterada del teorema 1 lleva al siguiente teorema.

Teorema 5

) =143 pr(j).
=2

De los teorema 1 y 3 se obtiene

-1

[
p(n) =1+pn—1)+ pj(n—1—j), paran >4,

|3
=

.
Il
-

Para calcular p;(n), observe que p1(1) =0, p;(2) = 1. Para valores n > 3, a partir de
la casilla correspondiente a pi(n), valor desconocido, se corren dos espacios a la izquierda,
para caer en la casilla correspondiente a pi(n — 2). Entonces pj(n) es la suma de 1,
mas los valores de la diagonal que se inicia en pj(n — 2) y se extiende hacia abajo a la
izquierda, como indican los asteriscos de la figura 1. El proceso requiere saber calcular
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‘n‘ 1 ‘ 2 ‘---‘n—4‘n—3‘n—2‘n—1‘ n ‘
4

b1

D2 * ?
b3 *

Figura 2: Célculo de pa(n).

p2(n)7 pS(n), R

Para calcular ps(n), por ejemplo, se utiliza el teorema 4: a partir de la casilla cor-
respondiente a po(n), se corren tres espacios a la izquierda, para caer en la posicién de
p2(n — 3). El valor de pa(n) es igual a 1 mas los valores que aparecen en las casillas de la
diagonal indicada en la figura 2.

Los valores ps(n), ps(n), ps(n),... se calculan de modo similar, corriéndose 4, 5,
6,...lugares a la izquierda y recorriendo la correspondiente diagonal. Se obtiene asi la
matriz infinita de valores de la figura 3, cuyo primer renglén contiene n = 1,2,3,... y
cuya primer columna indica las funciones p,pi,po2,ps,.... La entrada (i,j) es el valor
pi—1(7). Observe que p;(i + 1) = 1, para todo i > 1y p;(j) = 0, para i > j, asi que la
matriz es triangular superior y su diagonal principal consta de unos.

La matriz de valores se construye a partir de los valores iniciales p(0) = 0, p(1) =1
de la siguiente manera;:

p2)=1+pl)=1+1=2

pB3)=1+p2)=1+2=3;

p(4)=1+p@B)+pi1(2)=1+3+1=75
p(B)=1+p@d)+m@B)=1+5+1=T;

p(6)=14+T7+2+1=11, pues p1(4) =14 p1(2) = 2;
p(7)=14+114+2+1=15, pues p1(5) =14 p1(3) = 2;
p8)=14+154+4+1+1=22, puespi(6)=14+2+1=4, po(5) =1+0=1;
p(9) =1+22+4+2+1=30, puespi(7)=1+2+1=4, po(6)=1+1=2,

p3(5)=1+0=1.

Se ofrecen a continuacién una serie de propiedades de las funciones p; con ¢ > 1, que
facilitan apreciablemente el célculo efectivo de la funcién p(n).

Teorema 6 Propiedades de las funciones p;.

a) pi(k) =1, para [[%H <i<k.

b) pi2(i+ k) =p;(2(i+k)+1)=k+1, parak > 1, coni> 2k — 1.
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(n|1]2]3[4]5] 6] 7[ 8] 9J10]11]12] 13| 14] 15[ 16]...

p 112|357 |11]15|22|30|42 |56 |77 |101|135|176 | 231
D1 1111212 4 4| 7| 8|12|14|21| 24| 34| 41| 55
D2 111 2| 2| 3| 4] 5| 6| 9| 10| 13| 17| 21
D3 111 1) 1) 2 2] 3| 3| 5 5) 7 8| 11
D4 1) 1 1 1] 1| 2| 2] 3 3 4 5 6
D5 1 1 1) 1] 1] 1| 2 2 3 3 4
Dé 11 1) 1 1] 1 1 2 2 3
D7 111, 1] 1 1 1 1 2
D8 11 1] 1 1 1 1 1
Do 11 1 1 1 1 1 1

Figura 3: La matriz de valores.

c) pi(3i+2) = %, pi(3i+3) = #, pi(3i+4) = #, pi(3i +5) = i+210, para i par.

d) pi(3(i+ 1)) =piBGEi+1)+1) = %, para i impar.

e) pi(3(i+1)+2) =L p(33i+1)+3) =L para i > 3 impar.

4 Experimentacion computacional

En esta seccion se hace un andlisis comparativo entre la férmula obtenida en el teorema 5
y una de las mejores férmulas conocidas de la literatura consultada.

La féormula del teorema 5 que se va a comparar, estd en funcién de p; y ésta ultima
por el teorema 3, a su vez estd en funcién de la familia p;. En sintesis, el algoritmo que
se program¢ para calcular p(n) es el explicado en la seccién 3. El seudocédigo de este
algoritmo es el siguiente, a la izquierda de cada paso se indica el orden de complejidad en
el peor de los casos.

Algoritmo 1 Algoritmo para calcular p(n).
Entrada: entero n > 0.

Salida: ndmero de particiones.

Paso 0. Inicializar la matriz.
Para 1 =1 hasta n

Para j =1 hastan
bi(j) 0.
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Paso 1. Llenar matriz de valores

O(n?) Paso 1.1. Se aplica la férmula (a) del teorema 6.
Para i =1 hasta 5
Para k =1i+1 hasta 2i
P(k) «— 1.
O(n?) Paso 1.2. Se aplica la férmula (b) del teorema 6.
Para k=1 hasta 3
Para ©=2k —1 hastan
P20+ k) «— k+1
P2(i+k)+1) «— k+ 1.
O(n) Paso 1.3. Se aplica la formula (c) del teorema 6.
71— 2

Mientras i <n

Pi(3i +2) «— ’:*T‘l
P;(3i+3) «— 45
i+8
P;i(3i +4) — ;Tlo
Py(3i +5) — 10
L «— 1+ 2.
O(n) Paso 1.4. Se aplica la formula (d) del teorema 6.

1+— 1
Mientras i <n
P;(3(i +1)) «— 5T
P(3(i+1)+1) — &7
1e— 1+ 2.
O(n) Paso 1.5. Se aplica la férmula (e) del teorema 6.
1—3
Mientras i <n
Pi(3(i+1) +2) «—
Pi(3(i+1)+3) «— #
L «— 1+ 2.
O(n?) Paso 1.6. Se llena el resto de la matriz, salvo el primer renglon,
aplicando el
teorema 2.
Para i =mn hasta 1
Para j =141 hastan
Si - Pi(j) =0 haga
Pi(j) «— Fi(j —1—1) + Piy1(j)-

Paso 2. Se calcula el numero de particiones

O(n) Paso 2.1. Se aplica el teorema 1 para llenar el primer renglén de la
matriz.



UNA NUEVA MANERA DE CONTAR PARTICIONES 21

In|1]2[3]4][5[6][7][8]9]10]11[12]13]14][15[16]...

p

n tlilzlelalfal. .1 ..

Do 1 ti2l2(3l4] 5] 6] .| .| .| .
D3 T(t|tl2]2] 3] 3] 5| 5] 7] 8
s T{1[1]1[1] 2] 2] 3] 3] 4| 5| 6
s t(i|1(1| 1] 1] 2| 2] 3] 3| 4
D6 L[t 1] 1] 1] 1| 2] 2] 3
D7 T(1] 1] 1] 1] 1| 1] 1] 2
s T 1] 1] 1| 1] 1] 1| 1
Do T 1] 1] 1| 1] 1] 1

Figura 4: La matriz de valores parcialmente llena sélo aplicando teorema 6.

Para j=1 hastan
P(j) «— P(j — 1) + P1(j).

Se concluye que el algoritmo 1 tiene una complejidad de orden de O(n?) en un anélisis
que contempla el peor de los casos.

Para tener una idea de lo poderosas que son las férmulas directas del teorema 6, si se
corren sélo los pasos 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5 del algoritmo 1, se obtiene la matriz de la figura
4. Las entradas de la matriz en las que hay un punto son las que hacen falta calcular con
el teorema 2. Como se puede observar la matriz queda casi llena, sin embargo, esto no se
refleja en un analisis de complejidad que contempla el peor de los casos.

La férmula de la literatura es conocida como la “férmula de Euler”y se puede encontrar
en [8], 4.1.21:

p(n)= pn—1)+pn—2)—pn—5)—pn—"7+--- (5)
F(= D) p(n — Bk 4 (—)p(n — R 4

con p(0) = 1.

La férmula de la literatura tiene una complejidad de orden O(n?) en un andlisis que
contempla el peor de los casos.

Se programaron los dos algoritmos para calcular p(n) en una computadora personal 386
DX sin coprocesador matemaético, esto por cuanto si se utiliza otra computadora superior
no se pueden hacer las comparaciones de los tiempos, pues las diferencias entre ellos son
inapreciables. Los resultados obtenidos aparecen en la tabla 1.
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| n | Algoritmo 1 | Férmula (5) |

50 0.05 seg. 0.11 seg.
70 0.05 seg. 0.16 seg.
90 0.11 seg. 0.22 seg.
110 0.16 seg. 0.33 seg.

Tabla 1: Resultados de los tiempos de las corridas de los algoritmos.

5 Conclusiones

Se obtuvo una férmula recursiva para calcular exactamente el nimero de particiones p(n)
del entero n > 0, utilizando Unicamente métodos combinatorios elementales.

La complejidad del algoritmo de esta nueva férmula es de orden O(n?), y ademds, su
tiempo de corrida da mejores resultados que la férmula de Euler para los primeros 110
valores de n.
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LINEAMIENTOS DE IMPLANTACION DE LA BUSQUEDA
TABU PARA LOS PROBLEMAS DE CALENDARIZACION
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Resumen

Muchos métodos para problemas combinatorios consisten de dos fases: construccién
y mejoramiento. En este trabajo se incorpora a la busqueda tabu dentro de la fase
de mejoramiento del proceso en orden a continuar la biusqueda cuando un 6ptimo
local se encuentra. Se presenta el método de la busqueda tabu y su implantacién en
computadora para un problema de calendarizacion.

Palabras clave: Programaciéon Combinatoria, Heuristicas, Bisqueda Tabu.

1 Introduccion

En este trabajo revisamos el ejemplo numérico de [1] y se presenta de manera original
el concepto de “valle profundo” o “agujero negro”, el cual es uno de los elementos maés
importantes a resolver con el fin de evitar en algunos casos el ciclado y/o la suboptimalidad.

El trabajo se desarrolla como sigue: en la Seccién 2 se plantean de manera general
los problemas combinatorios; en la Seccién 3 se introduce la técnica de la bisqueda tabu
estableciendo algunos conceptos y definiciones ttiles, también se describen los elementos
bésicos del algoritmo de busqueda tabti mediante el desarrollo de algunos ejemplos; en
la Seccién 4 se discute la necesidad de la intensificacion y la diversificacion regional de
busqueda.

2 Planteamiento del problema combinatorio

Considere el siguiente problema de optimizacién:
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(P) Minimizar C(z) : z€ X C R".

La funcién objetivo puede ser lineal o no lineal, y el conjunto X es discreto.

Por lo que un problema de optimizacion combinatoria es un conjunto denotado I de
instancias de un problema de optimizaciéon combinatoria, de manera informal, una ins-
tancia estd dada por los “datos de entrada” y la informacién suficiente para obtener una
solucién mientras que un problema es una coleccion de instancias del mismo tipo.

Existe un amplio rango de procedimientos heuristicos y optimales para resolver pro-
blemas que pueden escribirse en la forma (P). Dichos procedimientos se pueden ca-
racterizar a través de sucesiones de movimientos, los cuales permiten pasar de un punto a
otro.

Se define un movimiento s como un mapeo definido sobre un subconjunto X(s)de X
de la siguiente forma:
s:X(s) — X.

Es decir, se considera que un movimiento es una transicién de una solucién factible
a otra solucién factible (transformada), el cual se puede describir mediante un conjunto
de uno o varios atributos. Este mecanismo lo utilizan diferentes métodos, en general es
utilizado por los métodos de optimizacién clasica como son los de programacién lineal,
programacién entera, programacion no lineal, etc.

3 Bisqueda tabi: una introduccién

La Busqueda Tabi (BT) es un procedimiento heuristico de “alto nivel” introducido y
desarrollado en su forma actual por Fred Glover [6, 8], el cual se utiliza con gran éxito
para resolver problemas de optimizacién cuya caracteristica principal es la de “escapar”
de la optimalidad local. Para una lista actualizada de aplicaciones véase [9].

En términos generales, se desea moverse paso a paso desde una solucién factible inicial
de un problema de optimizacion combinatoria hacia una solucién que proporcione el valor
minimo de la funcién objetivo C. Para esto se puede representar a cada solucién por
medio de un punto s (en algin espacio) y se define una vecindad N(s) de cada punto s.

El paso basico del procedimiento consiste en empezar desde un punto factible s y
generar un conjunto de soluciones en N(s) ; entonces se escoge al mejor vecino generado
s*y se posiciona en ese nuevo punto ya sea que C(sx) tenga o no mejor valor que C(s).

La caracteristica importante de la busqueda tabu es precisamente la construccién de
una lista tabi T de movimientos: aquellos movimientos que no son permitidos (movimien-
tos tabtl) en la presente iteracién. La razén de esta lista es la de excluir los movimientos que
nos pueden regresar a algiin punto de una iteracién anterior. Ahora bien, un movimiento
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permanece como tabu solo durante un cierto nimero de iteraciones, de forma que se tiene
que T es una lista ciclica.

Las condiciones tabu tienen como meta la prevencion de ciclos e inducir la exploracién
de nuevas regiones.

Ahora bien, las restricciones tabii no son inviolables bajo toda circunstancia. Cuando
un movimiento tabu proporciona una solucién mejor que cualquier otra encontrada, su
clasificacién tabi puede eliminarse, la condicién que permite dicha eliminacién se llama
criterio de aspiracion.

3.1 Ejemplo (problema de calendarizacién)

Considere el problema de calendarizacién de una maquina con costos de penalizacién por
retraso y costos de actualizacién ambos de tipo lineal.

En el tiempo cero, N trabajos llegan a una maquina de capacidad continua. Cada
trabajo ¢ (i =1,2,...,N) requiere de t; unidades de tiempo en la méquina y tiene una
penalizacién de retraso por cada unidad de tiempo de p; a partir del tiempo cero; s;; es el
costo de actualizacién de calendarizar el trabajo j inmediatamente después del trabajo 1.
Dos trabajos falsos 0 y N+1, se incluyen en cada calendario, donde tg =tny1 =0y pg =
pN+1 = 0. Los costos sp; y s;nv+1 se consideran como los costos del punto inicial y de
limpieza respectivamente. Un calendario tiene la forma:

m=(0,m(1),m(2),...,7(N),N +1),

donde (i) es el indice del trabajo en la posicién i del calendario. El objetivo es el de
minimizar la suma de los costos de actualizacién y de retraso para todos los trabajos. En
términos matemadticos, se desea:

(P) Minimizar F(7) = D(m) + S(m),

donde:

N
D(ﬂ-) = Zdﬂ(i)pw(i)7
i=1

N-1
S(m) = som) + D Se(i)m(i+1) + Sr(N)N+1s
=1
i—1
dﬂ(l) = th(j)7 1=2,....,N, y dﬂ(l) =0.
=1

Suponga que, dado un calendario, el trabajo 7 (i) precede, pero no necesariamente es
adyacente, al trabajo 7(j). Un movimiento de intercambio es un rearreglo de sélo los
trabajos m(7) y m(j) de forma tal que el trabajo (i) se mueve a la posicién jy el tabajo
m(j) se mueve a la posicién i. El valor del movimiento es la diferencia entre el valor de la
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funcién objetivo después del movimiento, F(7), y el valor de la funcién objetivo antes del
movimiento, F(m).

El mejor movimiento se selecciona del conjunto de movimientos admisibles. Un movimiento
es admisible si es no tabi o si su estatus tabd puede eliminarse por medio del criterio de
aspiracion. El mejor movimiento, entonces se realiza y la estructura de datos tabtu se
actualiza.

La memoria de término corto de la BT constituye una forma de exploracién agresiva
que busca realizar el mejor movimiento posible (Esquema 1), sujeto a requerir elecciones
posibles para satisfacer ciertas restricciones las cuales estdn disenadas para prevenir el
regresarse o la repeticion de cierto nimero de veces de ciertos movimientos mediante la
ejecucién de atributos seleccionados de esos movimientos prohibidos (tabi).

Para (todos los movimientos candidatos) {
Si (estatus del movimiento # de tabu 6 F(7) + valor_movimiento < F(n*)) {

Si (valor_movimiento < mejor_valor-movimiento) {

mejor_valor_movimiento «—— wvalor_movimiento;
mejor_movimiento <— movimiento actual;

}

Ejecute mejor_movimiento;

Esquema 1: Seleccién del mejor candidato admisible.

Ademsds se requiere de una estructura de datos para guardar el seguimiento de los
movimientos que son clasificados como tabu y para liberar aquellos movimientos de su
condicién tabii cuando su pertenencia a la memoria de término corto expire. El acompanamiento
de la memoria basada en la pertenencia, junto con la memoria basada en la frecuencia,
adicionan un componente que tipicamente opera sobre un horizonte. El efecto de tal
memoria se puede estipular por medio de que la BT mantenga una historia selectiva H
de los estados encontrados durante la bisqueda, y reemplazando la vecindad actual N(s)
por una vecindad modificada que depende de este proceso histérico N(H, s).

El ultimo elemento en el procedimiento bésico es el criterio del nivel de aspiracion,
cuyo proposito es el de permitir que “buenos” movimientos tabu se seleccionen si el nivel
de aspiracién se alcanza. El apropiado uso de tal criterio puede ser muy importante para
posibilitar que un método de BT alcance sus mejores niveles de realizaciéon. Este criterio
de aspiracién (que puede ser estdndar) es el que permite que el estatus tabi se elimine
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si una mejor solucién que la alcanzada hasta el momento se puede obtener, i.e., a un
movimiento tabtu se le permite ejecutarse si:

F(7) 4+ valor_movimiento < F(r*).

El método inicia con una solucién heuristica factible inicial, la cual se guarda como la
mejor encontrada.

Un paso critico, el cual envuelve la orientacién agresiva de la memoria de término
corto, es la eleccién del mejor candidato admisible. La funcién mejor_movimiento es una
que identifica a un movimiento para el cual el valor del movimiento es el mas pequeno. El
dominio de la funcién es el conjunto de todos los movimientos admisibles. Primero, cada
uno de los movimientos de la lista de candidatos se evaliia en turno.

Ahora bien, conforme la busqueda progresa, la forma de la evaluacién empleada por
la busqueda tabu llega a ser mas adaptativa, incorporando referencias concernientes para
la intensificacion y la diversificacion regional de busqueda.

La longitud de la lista tabi es un pardmetro, si es demasiado pequeno el ciclado
ocurrird, pero si es demasiado grande, restringird bastante la busqueda para poder saltar
“valles profundos” (i.e. el mejor minimo local) del espacio de valores de la funcién objetivo.

La memoria de término intermedio y largo opera, primariamente, como una base de
las estrategias de intensificar y diversificar la buisqueda.

Se conoce que la solucién éptima para el problema de Barnes y Vanston (1981)
[1] es 13,500 para 7© = (0,2,1,4,3,5,6) . En este ejemplo se considerard el criterio,
(m(i),i,7(j4),7) que impide cualquier movimiento que resulte en un calendario donde
cualquiera de los trabajos ya sea a w(i¢) ocupe la posicién i o el trabajo m(j) ocupe
la posicion j.

Para iniciar nuestro proceso de buisqueda tabu consideraremos:

Punto Inicial : w9 = (0,5,4,3,2,1,6).
F(my) = 26600.

longitud_tabu = 7.

Distancia maxima = 1.

En este ejemplo las vecindades completas se examinan, es decir, se realizan las eva-
luaciones completas de los cambios de los pares hacia adelante a una distancia de uno.
Entonces el mejor cambio se realiza, en este caso el que minimice la funcién objetivo y no
sea movimiento tabi o en el caso de que lo sea para que sea admisible debe de satisfacer el
criterio de aspiracién que en este caso se considera que se satisface si el valor de la funcién
objetivo mejora sobre todos los valores anteriormente encontrados.
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La matriz tabu se construye al inicio del procedimiento, donde las filas de la matriz
representan las posiciones y las columnas a los trabajos y se actualiza en cada iteracion
durante la fase de mejoramiento del algoritmo. La matriz de frecuencias es la que lleva
la “historia” del procedimiento y es la que se utiliza para la formacién de la funcién de
memoria término largo, la cual permite la diversificacion de la busqueda, es decir, es
posible el dirigir la busqueda “maés cercana” 6 “mas alejada” de las regiones exploradas.

ITERACION | m = (0,7(1),m(2),7(3),7(4),7(5),6) | F(m) | TABU =1 MEJOR
ADMISIBLE
\ 0 \ (0,5,4,3,2,1,6) | 26600 | *
1 (0,4,5,3,2,1,6) 26200 *
(0,5,3,4,2,1,6) 27300
(0,5,4,2,3,1,6) 26200
(0,5,4,3,1,2,6) 26700
MATRIZ TABU MATRIZ DE
FRECUENCIAS
00 0 0 7 0 0 01 0
00 0 7 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 O 00 0 0 O
0 0 0 0 O 0 0 0 0 O
00 0 0 O 00 0 0 O

Observe que existen dos movimientos admisibles que nos proporcionan los mejores
valores de la funcién objetivo, por lo que, se puede escoger cualquiera de los dos, en
este caso se elige el primero i.e., el movimiento que nos proporciona el calendario 7w =
(0,4,5,3,2,1,6) como punto inicial para la siguiente iteracién.

De manera andloga se sigue el procedimiento hasta la iteracién 10 la cual tiene las
siguientes tablas:

ITERACION | m = (0,7(1),m(2),7(3),7(4),7(5),6) | F(m) | TABU =1 MEJOR
ADMISIBLE
\ 9 \ (0,2,1,4,3,5,6) | 13500 | ok
10 (0,1,2,4,3,5,6) 14100 1
(0,2,4,1,3,5,6) 15500 1
(0,2,1,3,4,5,6) 14000 1
(0,2,1,4,5,3,6) 14700 *
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MATRIZ TABU MATRIZ DE
FRECUENCIAS
7 0 0 4 0 1 1.0 1 0
4 7 3 5 0 2 1 1 11
3 6 4 0 0 12 1 11
2 5 0 0 1 1 1.1 0 1
1 0 0 0 0 0 0 00 O

Si en alguna iteracién ya no existen puntos admisibles por lo que se tendria que utilizar
ahora las funciones de memoria de término intermedio (intensificacién) y de término largo
(diversificacion).

El contador de frecuencia muestra la distribucién de los movimientos a través de las
iteraciones. Se utiliza ese contador para diversificar la bisqueda, maniobrando dentro de
nuevas regiones. Esta influencia de diversificacién se restringe para operarse sélo en oca-
siones particulares. En este caso, donde ningtin movimiento de mejora admisible existe. El
uso de la informacién de la frecuencia se utiliza por lo general para penalizar movimientos
que no mejoran mediante el asignar una penalizacién grande a los pares intercambiados
con mayor frecuencia, provocando con esto que se pierda lo atractivo de tales intercambios.

4 Intensificacion y diversificacién

La fase de intensificaciéon proporciona una forma simple para enfocar la busqueda al rededor
de la mejor solucién (o conjunto de soluciones élites) hasta el momento. Para entender la
importancia de estos recursos de la BT, considere:

CORRIDA

Punto Inicial : m = (0,5,4,3,2,1,6).
F(mg) = 26600.

longitud_tabu = 3.

Distancia maxima = 2.
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ITERACION | m = (0,7(1),m(2),7(3),7(4),7(5),6) | F(m) | TABU = 1 MEJOR
ADMISIBLE

0 \ (0,5,4,3,2,1,6) | 26600 | *

1 (0,5,2,3,4,1,6) 25500 *
(0,3,4,5,2,1,6) 26100
(0,5,4,1,2,3,6) 26600

2 (0,3,2,5,4,1,6) 20700 *
(0,5,4,3,2,1,6) 26600 1
(0,5,2,1,4,1,6) 22600

3 (0,5,2,3,4,1,6) 25500 1
(0,3,4,5,2,1,6) 26100 1
(0,3,2,1,4,5,6) 14900 *

4 (0,1,2,3,4,5,6) 14900 1
(0,3,4,1,2,5,6) 19600 *
(0,3,2,5,4,1,6) 20700 1

Como se puede observar, en la iteracion 3 se llegd a un 6ptimo local, y en la iteracién
4 se alcanza otro 6ptimo local que constituyen un valle profundo, continuando con las
iteraciones se puede observar que en la iteracién 20 se inicia un ciclo.

La corrida anterior indica la necesidad de contar con elementos que nos permitan salir
de este tipo de entrampamientos suboptimales, por lo que se debe de recurrir a un analisis
retrospectivo del proceso de busqueda que nos pueda proporcionar un reconocimiento de
patrones de comportamiento para poder identificar regiones no visitadas.

A manera de ejemplo se considera la matriz de frecuencias de la corrida después de 20
iteraciones, donde las filas indican las posiciones y las columnas los trabajos:

N| OO N
O W OO
N O O|Ww
O OlWwW O
N|O|O O N

Figura 1: Matriz de Frecuencias de la Corrida.

Una forma de “aprender” qué regiones no se han visitado, es el observar la frecuencia
con la cual un cierto trabajo no se ha seleccionado para una posicién particular, asi por
ejemplo, se tiene que el trabajo 1 no se ha localizado en las posiciones 2 y 4, que el trabajo
3 se ha localizado maés frecuentemente en la posicion 3 de los calendarios, etcétera.

A partir de la matriz histérica de la busqueda se pueden generar calendarios que
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se utilizan como puntos de arranque para nuevos procesos de busqueda, a manera de
ilustracién se tienen de manera empirica el siguiente ejemplo:

Punto Inicial : w9 =(0,2,1,5,3,4,6).
F(mp) = 16300.

longitud_tabu = 3.

Distancia maxima = 2.

ITERACION | m = (0,7(1),m(2),7(3),m(4),7(5),6) | F(m) | TABU =1 MEJOR
ADMISIBLE
\ 0 \ (0,2,1,5,3,4,6) | 16300 | *
1 (0,2,1,4,3,5,6) 13500 *
(0,5,1,2,3,4,6) 23400
(0,2,3,5,1,4,6) 18500
Conclusiones

En este trabajo se partié del estado del arte de la optimizaciéon combinatoria. Se revisé
el problema de calendarizacion con costos de penalizaciéon por retraso y costos de actual-
izacién, el cual sirvié como marco para introducir los elementos principales de la biisqueda
tabu, asi como de “justificacién” practica de los mismos.

Entre las conclusiones se tiene que las adaptaciones del método de busqueda tabu son
muy variadas como se ha podido observar, y atin con las estructuras mas sencillas del
mismo se pueden obtener “buenas soluciones”.

Bibliografia

[1] Barnes J. W. and Vanston L. K. (1981), Scheduling Jobs with Linear Delay Penalties
and Sequence Dependent Setup Costs, ORSA 29:1, 146-159.

[2] BarnesJ. W. and Laguna M. (1993), A Tabu Search Experience in Production Schedul-
ing. Annals of Ops. Res. 41. 141-156

[3] de los Cobos Silva S. (1994), La Técnica de la Bisqueda Tabi y sus Aplicaciones,
IX Curso de Matematica para México Centroamérica y el Caribe, Curso (junio),
Tegucigalpa, Honduras.

[4] de los Cobos Silva S. (1994), La Técnica de la Bisqueda Tabi y sus Aplicaciones,
VII Congreso Latino Ibero Americano de Investigacién de Operaciones e Ingenieria
de Sistemas, (julio) Santiago de Chile.



BUSQUEDA TABU PARA LOS PROBLEMAS DE CALENDARIZACION 33

de los Cobos Silva S., Gonzélez S. F., y Aceves G. R. (1994), Formas Inteligentes de
Resolver Problemas Dificiles, Rev. Universidad Michoacana 12, 49-64.

Glover F. (1989), Tabu Search, Part I, ORSA Journal on Computing 1:3,190-206.
Glover F. (1990), Tabu Search: A Tutorial, Interfaces 20:4, 74-94.
Glover F. (1990), Tabu Search, Part II, ORSA Journal on Computing 2:1,4-31.

Glover F. and Laguna M. (1993), Tabu Search, Modern Heuristic Techniques for Com-
binatorial Problems, Colin R. Reeves(Ed.), 70-150, Blackwell Scientific Publications,
Oxford.

Laguna M., Barnes J. W. and Glover F. (1990), Tabu Search for a Single Machine
Scheduling Problem, Technical report (july), Advanced Knowledge Systems Group of
U S, West Advanced Technologies.



IX SIMPOSIO DE METODOS MATEMATICOS APLICADOS A LAS CIENCIAS, 3443
TURRIALBA, 15, 16 Y 17 FEBRERO 1995, U.C.R-1.T.C.R. J. Trejos, Editor

ALGORITMOS GENETICOS Y OPTIMIZACION DE
FUNCIONES

JOSE Luis ESPINOZA*

Resumen

Los algoritmos genéticos (AG) son algoritmos de computadora que emulan, al
menos en parte, el comportamiento genético conocido de los seres vivos, tales como
seleccién natural, cruzamiento y mutaciones, para modelar ciertos problemas en los
que se pretende optimizar algin criterio. El presente articulo trata acerca de la apli-
cacién de algoritmos genéticos a la busqueda de 6ptimos globales de funciones reales
de variable real sobre un intervalo dado. En su esencia, el AG lo que busca es un
maximo, pero pueden hacerse algunas transformaciones para la busqueda de minimos.
Se presenta, ademas, una modificacion del criterio de seleccién, mediante la alteracién
de la ruleta que es simulada en el algoritmo, con el fin de mejorar la precisién de las
soluciones.

Palabras clave: vida artificial, algoritmos genéticos, optimizacién de funciones.

1 Introduccion

Del comportamiento genético de los seres vivos se toman algunos mecanismos conocidos
de seleccién natural y de genética natural como idea para ser aplicada a la busqueda de
valores 6ptimos de funciones.

La informacién genética de los numeros reales es representada por vectores binarios
(puede tener entradas booleanas o ceros y unos) de cierta longitud (cromosoma). La
longitud depende de la precisién con que se quiera trabajar. Los niimeros cuya evaluacion
en la funcién sea mas alta tendrdn mas posibilidades de que su informacién genética sea
heredada a las siguientes generaciones, aunque también es informacion sujeta a mutaciones
y a combinaciones con otros individuos mediante cruzamiento.

Los algoritmos genéticos (AG’s) se ubican dentro de la teoria de la Vida Artificial; se
vienen desarrollando desde hace varias décadas y han tomado gran impulso en los dltimos
anos debido al mejoramiento y popularizacién de los equipos de computo y al desarrollo de
diversas aplicaciones en Economia, Ingenieria Industrial, Teoria de Juegos, Investigacién
de Operaciones, Estadistica y otras ramas del conocimiento.

*Instituto Tecnolégico de Costa Rica, e-mail: jespino@itcrcicl.cic.itcr.ac.cr
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Una ventaja de los AG’s en la optimizacién de funciones es que sirven para aproximar
optimos globales, a diferencia de los mayoria de los métodos de optimizacién tradicionales.
Esto hace que posean gran robustez para la biisqueda de soluciones éptimas en algunos
problemas para los que es dificil estar seguro de la optimalidad y localidad de los resultados.

Para modelar un problema de optimizacién mediante AG’s deben especificarse los
siguientes elementos:

e Una representacion gemética para las soluciones factibles del problema. A las solu-
ciones factibles o a sus representaciones usualmente se les llama individuos. En el
algoritmo genético se trabaja iterativamente con una poblacién de individuos que ird
cambiando de una generacién a otra. Una generacion corresponde a la poblacion que
se tenga en una iteracién particular. Ademas, el algoritmo debe incluir un criterio
para generar una poblacién inicial.

e Una funcion evaluadora para medir el grado de adaptabilidad de los individuos. En
el caso de la maximizacién de funciones, la funcién evaluadora es la misma funcién
F(z) que se pretende optimizar.

e Un conjunto de operadores genéticos que seran aplicados a la poblacién que se tenga
en cualquier momento, durante el proceso de reproduccién. Estos son operadores de
transiciéon probabilisticos y los mas importantes son el cruzamiento y la mutacion.

e Valores especificos para los pardmetros que intervienen en el algoritmo, tales como
tamano de la poblacién, probabilidad de mutacién, probabilidad de cruzamiento,
etc.

Laidea de los AG’s aplicados a la maximizacién de funciones es mantener una poblacién
P, de representaciones cromosémicas de los niimeros que varian en cierto intervalo [a, b].
A esta poblacién se le aplica un proceso de seleccion que sirve para escoger una poblacion
intermedia. Luego se le aplican los operadores genéticos a la poblacién seleccionada para
obtener una nueva poblacién P;1; con individuos que, se espera, se desempefien mejor en
la funcién evaluadora.

Si P, = {vi4,...,uN¢} representa una poblacién de tamano N en la iteracién t, el
siguiente esquema da una idea del programa evolutivo:

t+«—20

Escoja Poblacién Inicial Py
Evaluar Py

Mientras t < MaxGen :

Seleccionar Poblacién Intermedia PI de P,
Hacer Cruce entre individuos de Pl

Hacer Mutaciones en PI

Pipy — PI
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Actualizar.

t—1t+1

2 Representacion de soluciones factibles

La representacién de una solucién factible (individuo) se conoce como cromosoma. Por
ejemplo, cualquier nimero en el intervalo [0,1] puede representarse (o mas bien, aproxi-
marse) como un un vector binario que viene a ser el cromosoma. Cada entrada del vector
es un gene y una asignacién especifica de valores al cromosoma produce un genotipo. Los
valores que pueden tomar los genes se llaman valores alelos. En este caso los valores alelos
son 0y 1 (o FALSO y VERDADERQO, si se usa una representaciéon booleana). El fenotipo
es la interpretacién que se le da al genotipo de un individuo.

Por ejemplo, el cromosoma (1000000000000000000101), que es un vector binario de tamano
22 representa al nimero decimal:

0.5000013113 = (2% + 22 +20)/(2%2 — 1)
En este caso:
e El niimero 0.5000013113 es el fenotipo de (1000000000000000000101).
e El cromosoma (1000000000000000000101) es el genotipo de 0.5000013113.

Ejemplo 1: Maximizar la funcién F(z) = 3x Sen(2mx), en el intervalo [—0.5,1].
El méximo de F'(z) se alcanza aproximadamente en cualquiera de los valores z* = £0.32314
y el valor de la funcién objetivo en ese punto es cerca de F'(z*) = 0.868841. La siguiente
grafica corresponde a F'(z):

(x) = 3z Sen(2wx)
re[-0.5,1]
1
0.86
-0.5 0.32 0.78 1
|
\
-2.29

Figura 1. F(z) = 3zSen(2nx)
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Para la representacion de las soluciones potenciales de este problema utilizaremos un
vector binario, cuya longitud depende de la precision aritmética que se desee. Si se desea
trabajar con k digitos decimales de precisién en un intervalo [a,b], puede mostrarse que la
longitud L de las hileras binarias que debe usarse es:

L = |Logs((b — )10%)| donde | ~ | indica la parte entera superior.
Si en este ejemplo queremos utilizar 5 digitos de precision, la longitud de la hilera
deberd ser L = |Logo((1.5)105)| = |20.516] = 21.
Si v = (v, ...,v9) representa a uno de estos cromosomas, entonces los valores de las

coordenadas forman el genotipo de un individuo. Para obtener el fenotipo, es decir el valor
correspondiente en el intervalo [—0.5, 1], pueden realizarse las siguientes transformaciones:

20
w(v) =Y 02" €[0,2* — 1]
=0

x!(v)

Por ejemplo, si v = (100101110110101000111), entonces

2/(v) = 1240391 € [0,2097151],

z(v) = 0,59146 € [—0.5,1]
La funcién evaluadora que se utilizara es la siguiente:
eval(v) = F(z(v)),donde x(v) es el fenotipo del vector v mencionado anteriormente.

La poblacion inicial {v; :1=1,..,N;j=1,..,Len}, donde Len representa la lon-
gitud de los cromosomas, se escoge al azar usando un parametro P;, que representa la
probabilidad de generar un 1, de la siguiente manera:
Parai=1,...N;j=1,....Len:

e Sea r «— Random(0,1)

oSir<P1:fu§-<—1

e De otra manera, v; «— 0

'En general, para que x se encuentre en cualquier intervalo [a, b], para vectores de tamafio k, se tiene:
x/(v)

r=a+(b—a)gr-g € [a,b]
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3 Proceso de Seleccion

En el proceso de seleccién los individuos mejor evaluados tienen una mayor probabilidad de
ser seleccionados. Esta probablidad se calcula de acuerdo con su evaluacién. La seleccion
puede verse simplificada simulando una ruleta dividida en sectores proporcionales a la
probabilidad de cada individuo. ? Si al girar la ruleta una aguja imaginaria cae en el
sector correspondiente a un individuo, ese individuo es seleccionado.

Suponiendo que la funcién evaluadora retorna sélo valores positivos en el intervalo
[a,b], si F; = eval(v;) (evaluacién del i-ésimo individuo de una poblacién de N individuos),
entonces la probabilidad p; de que el i-ésimo individuo resulte seleccionado es

K,
PN
i:l‘Fi

4 Operadores genéticos

La aplicacién de operadores genéticos consiste basicamente en realizar el cruzamiento entre
individuos y la mutacién de la informacion genética de algunos individuos, aunque también
se han estudiado algunos operadores adicionales.

4.1 El operador de cruzamiento

Para aplicar el operador de cruzamiento, primero se escogen al azar los dos cromosomas
que se van a cruzar con una probabilidad P.. A continuacion se selecciona al azar un
punto de cruce y se intercambian los valores de los cromosomas a partir de ese punto. En
el ejemplo 1, si tenemos los siguientes cromosomas-padre:

v1 = (00000/0001000000010000), que corresponde a x1 = —0.49705886

ve = (11100/0000000111000101), que corresponde a z3 = 0.43782302
Después del cruce obtenemos los siguientes hijos:

v} = (00000]0000000111000101), que corresponde a x} = —0.49967598

v3 = (11100]0001000000010000), que corresponde a xj3 = 0.81544175

Después del cruzamiento de ambos padres, sus dos hijos, v] y v5 contienen informacién
genética mezclada al azar de ambos padres. En este punto cabe recalcar que no es la tinica
manera de generar hijos a partir de v y va, pues bien podria generarse uno, tres, cuatro
y hasta mas hijos, dependiendo de la manera que se haga el cruce y de las combinaciones
de intercambio de bloques que se decida hacer.

2En la seccién 5 se expone una alteracién de la ruleta para mejorar la precisién de las aproximaciones,
con el fin de que los mejores individuos tengan mayores posibilidades reales de ser seleccionados y no corran
un alto riesgo de perderse.
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4.2 El operador de mutacién

Para mutar un cromosoma utilizamos un parametro P,, que es la probabilidad de cambiar

un bit escogido al azar de ese cromosoma. Por ejemplo, si v = (000000000001111000101)

cuyo fenotipo es z = —0.49930977, al mutar el primer bit se obtiene v/ = (100000000001111000101),
cuyo nuevo fenotipo es z/ = 0.25069057. Observe que F(z) = 0.006496189 y F'(z/) =
0.75206463, asi que esta mutacién mejora el valor previo, aunque bien pudo haberlo em-
peorado.

A continuacion se presentan los resultados del programa AGMAXMIN, Version 1, sobre
el ejemplo 1:
Problema: Maximizar F(x) = 3zSen(2rz) , x € [—0.5,1]. Para asegurarse que en el
intervalo [—0.5, 1], la funcién sea positiva, el problema puede transformarse en:
Maximizar H(z) = 3zSen(2mz) + 3, € [—0.5, 1].
Parametros utilizados:
Len = 21 (longitud de hilera)
P, = 0.22 (Probabilidad de que dos cromosomas se crucen)
P,, = 0.01 (Probabilidad de que ocurra una mutacién)
P; =0.90 (Probabilidad de generar 1's en la poblacién inicial)

i| \Y% | X | H(x) |
1] 101110111110111111101 | 0.62351066 | 1.68976914
2| 111111111001111111101 | 0.62390119 | 1.68567465
3 111111111111111111111 | 1.00000000 | 3.00000000
4| 111111111111111111111 | 1.00000000 | 3.00000000

5| 110111111111111111101 | 0.62499696 | 1.67420656
45 | 111111111111110111111 | 0.98828124 | 2.78189246
46 | 111111111110011100111 | 0.85498040 | 0.97310527
47 | 111111111110111111111 | 0.99853516 | 2.97242917
48 | 101111111101110101111 | 0.94067237 | 1.97224021
49 | 111111111111101111111 | 0.99414062 | 2.89022528
50 | 111011111111111111111 | 0.99999428 | 2.99989215

Tabla 1a. Resultados parciales de la poblacién inicial.

En la siguiente tabla se muestran los cromosomas, los valores de la aproximaciéon de
la variable x y su evaluacién en H(z) en la generacién No. 100. En la poblacién puede
observarse la distribucién de 0’s y 1’s de una forma més uniforme que en la poblacién
inicial, con la presencia de lo que suele llamarse blogues de construccion, que son grupos
de 1’s que tienen gran probabilidad de mantenerse de una generacién a otra pues son
dificiles de romper por mutaciones y cruzamientos. Puede observarse también que ya en
esta generacion hay muchos individuos que tienen una evaluacién bastante cercana a la
Optima.
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K \4 | X H(x)
1| 110000101100001011000 | -0.3470589 | 3.85349435
2 | 110000001100001011000 | -0.3471047 | 3.85343536
3 | 111000001110100111000 | -0.3317209 | 3.86683293
4 1 101110000010101010000 | -0.4377233 | 3.50082525
5 | 011001101110101011000 | -0.3433717 | 3.85786720
451 111001101010100111000 | -0.3320185 | 3.86669424
46 | 111100110010000101000 | -0.3819319 | 3.77415473
47 1 111101000010101011000 | -0.3439604 | 3.85721919
48 | 111100000000101011000 | -0.3447157 | 3.85635988
49 | 111100110010000101000 | -0.3819319 | 3.77415473
50 | 110100110000000001000 | -0.4061047 | 3.67778330

Tabla 1b. Resultados parciales de la generacién No. 100

En la tabla lc. se muestran parte de los mejores resultados obtenidos a lo largo de
200 generaciones. Obsérvese que el mejor resultado de todos ocurre en la generacion No.
139 y no sigue mejorando. Esto nos muestra que los buenos resultados producidos por un
algoritmo genético dependen muy poco de la cantidad de iteraciones, pues a veces tienden
a degradarse, por ejemplo, en la generaciéon No. 180 la evaluacién de H en z es bastante
pobre si se compara con el resultado obtenido en la generacién No. 139, que es la mejor

de todas.

| Generacién | A% X | H(x)

O | 111111101111111111110 | 0.2499080 | 3.74972414
20 | 001110011111111111110 | 0.2499288 | 3.74978642
40 | 111110101110101111000 | -0.3199392 | 3.86862500
60 | 111111101110101111000 | -0.3199164 | 3.86862157
80 | 110010001110011111000 | -0.3170639 | 3.86798855
90 | 110001100010001111000 | -0.3234154 | 3.86883837
100 | 111100000000101111000 | -0.3212782 | 3.86877970
120 | 110000111110001010001 | 0.3100153 | 3.86470192
139 | 111110111010001111000 | -0.3231436 | 3.86884381
140 | 111110111010011111000 | -0.3172842 | 3.86805191
160 | 110101111111101111000 | -0.3183743 | 3.86832986
180 | 111101111000000001001 | 0.3441044 | 3.85705777
200 | 110001110001001010001 | 0.3102213 | 3.86483223

Tabla 1c. Los mejores resultados de cada generacion, hasta 200 generaciones.

El 6ptimo Global de toda la corrida es:
Vopt = 111110111010001111000

zopt = —0.3231436
H(z0pt) = 3.86884381

Asi, el 6ptimo de F(x) = H(x) — 3 es 0.86884381 y se alcanza en z = —0.3231436, que

corresponde al valor que se esperaba.

Ejemplo 2: Minimizar la misma funcién F(x) = 3zSen(2rz) del ejemplo 1, con = €
[—0.5,1]. Con el fin de que la funcién sea positiva en el intervalo [—0.5,1] y de convertir
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este problema a uno de maximizacién, aplicamos el algoritmo a la funcién H(z) =

Parametros utilizados:
Len =21

P.=0.25

P, =0.04

P, =0.75

| Generacién

A%

x |

H(x)

0

5
10
30
50
70
7
78
100
150
175
200

111111111111110111011
111111111111100111011
111111111111111011011
101111101100111011011
010110101111101011011
101111101110101011011
101001101001101011011
101001101001101011011
111110111111110011011
101100111011101011011
110010011100011011011
111010011000011011011

0.80078116
0.79492178
0.78906240
0.78677215
0.78308500
0.78164519
0.78199424
0.78199424
0.77732076
0.78280105
0.78385820
0.78349485

1.39100103
1.40924825
1.42095092
1.42368326
1.42587747
1.42599500
1.42600457
1.42600457
1.42386831
1.42593348
1.42564310
1.42576815

Tabla 2. Mejores individuos obtenidos en cada generacién para la funcién H(x) =

El 6ptimo Global de toda la corrida es:
Vopt = 001010101001101011011

xopt = 0.78198208

H(zopt) = 1.42600465 = m = F(xopt) = —2.298740015, que aproxima bastante

bien al minimo de F(x).

5 Mejoramiento de las soluciones. Ruleta alterada

Como ejemplo 3, se corrié el algoritmo AGMAXMIN, Version 2 para maximizar la siguiente
funcién en el intervalo [0, 3].

F(a:):{

F(z) es discontinua en 1, su éptimo es 8.00000000 y lo alcanza en 1.00000000. Por
alguna razon, los experimentos realizados con la Versién 1 daban una aproximacién del
optimo con apenas 2 o 3 decimales de exactitud. El problema que se da en muchas oca-
siones es que cuando se da el proceso de seleccion para pasar de una generacion a otra,
algunos individuos con una buena evaluacién no sobreviven o son alterados por muta-
ciones o cruzamiento. Una manera que propongo para darle a estos individuos mayores
posibilidades de sobrevivencia es asignarle una mayor proporcion en la ruleta.

T+ 1
10 — 22

si0<zx<1
sil<zx<3
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La ruleta se ha simulado mediante un procedimiento llamado RANVEC que se aplica
a un vector R = (Ry, ..., Ry) que cumple:

ZRZ':L R; € [0,1]

El vector R se altera para construir otro vector 1" sobre el cual se aplica RANVEC, de
la siguiente manera:

Se escoge un indice i,,q, tal que R; . = Max{R;i=1,...,N}

Si decidimos premiar al mejor individuo, lo que hacemos sumar a R;,,,, un porcentaje
a de la suma de todos los demds R;, con « € [0,1] y restarle a cada R;, (i # imaz) un
porcentaje « del valor que tenfan. Puede mostrarse que

T (I1—a)R;i+a Sii=inae
o (1 - a)RZ sii 7& Imaz

El nuevo vector T asi construido cumple la misma condicién de R:
> Ti=1, T; € [0,1].

Por ejemplo, si N = 5, a = 0.1, R = (0.1,0.4,0.3,0.1,0.1), entonces iyq; = 2 y el
vector que resulta de la transformacién es 7' = (0.09, 0.46,0.27,0.09, 0.09).

La versién 2 del programa AGMAXMIN incluye esta alteracién de la ruleta y en la
tabla 3 se da el resultado del mejor individuo de cada generacion tomando el parametro
a = 0.05 ( 5%). Se hizo otro experimento usando a = 0.1 pero los resultados no fueron tan
buenos, lo que nos trae a colacién la importancia de la diversidad en los individuos sobre
los que trabaja un algoritmo genético. Si en la ruleta los mejores individuos se premian en
un amplio margen, tienen altas posibilidades no sélo de sobrevivir a la siguiente generacién
sino también de que se reproduzcan mucho y en cierta forma inunden la poblacién siguiente,
por lo que puede perderse la diversidad y consecuentemente la posibilidad de formacién
de nuevos individuos con un desempeno mas alto en la funcién evaluadora.

Parametros utilizados:
Len = 22 (Con esta longitud de hilera la variable x se entiende con 6 digitos de precisién).
P.=0.30
P, =0.02
P, =0.75
a = 0.05
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| Generacion | \Y% | x| H(x) |

1] 1011111100101110111010 | 1.09954646 | 6.67170985
10 | 1000110110101010101010 | 1.00006580 | 7.99894728
20 | 1001000110101010101010 | 1.00003719 | 7.99940495
30 | 0000000110101010101010 | 1.00003076 | 7.99950793
40 | 0000000110101010101010 | 1.00003076 | 7.99950793
50 | 0000011010101010101010 | 1.00000787 | 7.99987412
60 | 0000011010101010101010 | 1.00000787 | 7.99987412
70 | 0000011010101010101010 | 1.00000787 | 7.99987412
80 | 0101101010101010101010 | 1.00000358 | 7.99994278
90 | 0101101010101010101010 | 1.00000358 | 7.99994278
100 | 0110101010101010101010 | 1.00000072 | 7.99998856
110 | 1000010100011010101010 | 1.00060368 | 7.99035283
130 | 0000000000011010101010 | 1.00048852 | 7.99219131
140 | 0000000000011010101010 | 1.00048852 | 7.99219131
150 | 0000000000011010101010 | 1.00048852 | 7.99219131
160 | 0000000000011010101010 | 1.00048852 | 7.99219131
170 | 0000000000011010101010 | 1.00048852 | 7.99219131
180 | 1011000000011010101010 | 1.00049782 | 7.99204283
190 | 0010000000011010101010 | 1.00049138 | 7.99214563
200 | 001000000001010101010 | 1.00049138 | 7.99214563

Tabla 3. Resultados numéricos del ejemplo 3, usando el programa AGMAXMIN, Versién
2, en el que se incluye la alteracién de la ruleta

El 6ptimo Global de toda la corrida es:
Vopt = 0110101010101010101010
zopt = 1.00000072
F(zopt) = 7.99998856
Debe destacarse que en este resultado xoy; tiene los 6 decimales de precisiéon que permite
la estructura utilizada para representar las soluciones factibles.

6 Conclusiones y recomendaciones

Los algoritmos genéticos han probado ser heuristicos bastante robustos y flexibles para re-
solver problemas de optimizacién de funciones pues pueden utilizarse inclusive en funciones
discontinuas o no diferenciables en un intervalo dado.

Una manera practica de obtener resultados con mayor precision es variando el criterio
de seleccién para lograr que las soluciones factibles con mejor desempeno tengan mayor
probabilidad de sobrevivencia de una generacién a otra; al respecto, he presentado la ruleta
alterada como un mecanismo para lograr tal efecto.

La alteracion de la ruleta puede servir para mejorar las soluciones de otros proble-
mas de diversa indole tal como el Problema del Agente Viajero, un problema cldsico de
Investigacion de Operaciones.
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CALCULO PROPOSICIONAL VIiA PROGRAMACION BINARIA

GEOVANNI FIGUEROA M.*

Resumen

Se presenta una forma alternativa de modelar y resolver problemas del célculo
proposicional via programacién binaria, enfoque que ha tomado interés recientemente,
debido en parte a los avances reportados en la solucién de problemas de programacién
binaria a gran escala.

1 Introduccion.

En los ultimos anos los sistemas basados en légica han cobrado mucha popularidad, esto
ha motivado un creciente interés por el desarrollo de méaquinas de inferencia eficientes
para ejecutar la tarea de la deduccion automatica. Por este motivo varios esfuerzos de
investigaciéon han sido dirigidos hacia la programacién matemdética como un instrumento
para modelar y ejecutar razonamiento deductivo ( [BlJe 86], [CaPa 90], [Will 87]).

El paralelo existente entre la programacién matematica y el razonamiento deductivo del
célculo proposicional no es un tema nuevo, por ejemplo, en 1965 W. Zangwil ( [Zang 65])
propuso un método para convertir un problema del cdlculo proposicional en un programa
polinomial 0-1, que luego podia ser linealizado y resuelto por medio de algiin método de
programcion lineal binaria. Sin embargo, recientemente ha sido retomado por algunos
autores, como H.P. Williams, T.M. Cavalier, R.G. Jeroslow, C.E. Blair, J.N. Hooker
( [BlJe 86], [CaPa 90], [Hook 88], [Will 87]), entre otros; este interés ha sido moti-
vado por los recientes avances en la solucién de problemas de programacién lineal binaria
a gran escala ([CrJo 83|, [JoKo 85]).

La tarea de inferir apartir de un conjunto de reglas no es un labor computacionalmente
facil, por este motivo, esta metodologia promete ser un camino alternativo y viable para
resolver este tipo de problemas que comunmente se presentan en inteligencia artificial.

2 Ideas basicas.

Dado el literal X;, tiene asociado un valor de verdad: verdadero o falso, mientras que
la correspondiente variable x; los valores de 1 6 0, respectivamente, es decir, X; es ver-

*Instituto Tecnolégico de Costa Rica, Cartago, Costa Rica; e-mail:gfigue@itcrcicl.cic.itcr.ac.cr
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dadero (respectivamente falso) si y sélo si x; es 1 (respectivamente 0). La idea bésica es
transformar un problema del cdlculo proposicional como:

Demostrar X4

Dado X1— 29 (1)
XoV X3
X3 ANX1NANXy
Xz
donde A,V, "~y — son las conectivas légicas usuales, en un problema de progra-

macion lineal binaria de la forma:

Optimizar z =y
Restringido a Z;‘Zl a;;T; > b; para i=1,2,---,m (2)
zj€{0,1} y ¢;>0 para j=1,2,---,n
De esta forma, al resolver el problema ( 2) se resuelve el problema ( 1), o sea, que el
valor de verdad de X4 se deduce de las restricciones booleanas dadas. El problema ( 1)
puede ser visto de la siguiente forma: existen 2* = 16 posibles especificaciones para el
vector booleano X = (X7, X9, X3, Xy) de éstas, todas las que satisfacen las restricciones
booleanas deben satisfacer que X4 es verdadero, pues de lo contrario X4 no podria de-
ducirse a partir de las restricciones dadas. Como se vera luego el siguiente problema ( 3)
de programacién binaria esta intimamente ligado al problema ( 1).

Optimizar Ty

Restringido a —x1 + 22 >0
To+x3 > 1 (3)
r1—x3+2x4 >0
X9 S 0
x1,X2,T3,T4 € {0, 1}

Obsérvese que la especificacién:

X = (Falso, Falso,Verdadero,Verdadero)

satisface las restricciones booleanas de ( 1) y el correspondiente vector z = (0,0,1,1)
satisface las restricciones de ( 3), es decir, es una solucién factible, produciendo un valor
para la funcién objetivo de 1. Nétese que todas las soluciones factibles de ( 2) cumplen
x4 = 1 y todas las especificaciones validas de ( 1) cumplen Xy = Verdadero.

3 Modelacion de reglas: método clasico.

Existen varios métodos para construir un problema de programacién lineal binaria, a
partir de un problema del cdlculo proposicional, algunos introducen nuevas variables y
restricciones, otros no.
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El método clésico requiere que todas las restricciones booleanas estén en forma normal
conjuntiva y no adiciona nuevas variables o restriciones. Las equivalencias necesarias para
convertir un problema del calculo proposicional a uno de programacién lineal binaria estan
dadas en la siguiente tablas:

Expresiones logicas | Expresiones algebraicas
X1V Xy T+ T2
Yl 1-— T1

Ahora bien, puesto que una expresién Z en forma normal conjuntiva es verdadera si y
s6lo si cada una de sus cldusulas es verdadera, el problema ( 1) es equivalente al problema
( 3), por lo tanto al resolver éste se obtiene la solucién del otro.

Como ya se menciond, una de las ventajas del método clésico es que no adiciona nuevas
variables y restriciones, lo cual implica que el tamafio de los problemas de programacion
lineal binaria no aumenta, ademas algunas reglas tienen equivalentes algebraicos muy
sencillos, por ejemplo, las expresiones de la forma:

n
/\ Xi— Xnt1
i=1

conocidas como cldusulas de Horn, tienen el siguiente equivalente algebraico:

n

Zﬂfi—lﬂnﬂ <n-1
i=1

Este tipo de expresiones légicas son muy comunes en sistemas expertos, por ejemplo,
son la base para la construccién de reglas de produccién en PROLOG.

4 Un ejemplo sencillo.

Obsérvese que si en el problema ( 2) decidimos minimizar la funcién objetivo Z, esto nos
garantiza que la deduccién serd posible en el problema ( 1), siempre que obtengamos un
valor 6ptimo de z* > 1.

Una gran cantidad de sistemas expertos usan un conjunto de reglas muy simples, cada
una de las cuales es del tipo Si — entonces — (cldusula de Horn), estas reglas se conocen
como reglas de situacién—acciéon. Por ejemplo, una de éstas tendria la forma:

Si el animal es mamifero, carnivoro y tiene rayas negras, entonces el animal es un tigre.

Para mostrar como se podria usar la programacion matematica para la deduccién en
sistemas expertos, se presentard un ejemplo bastante sencillo. Supdngase que queremos
construir un sistema experto para determinar qué tipo de animal ha sido visto por una
persona, basidndomos en ciertas caracteristicas que fueron observadas. Para simplificar
supongase que solamente hay dos tipos de animales que pueden ser observados: tigres y
cebras. Las siguientes son la proposiciones relevantes para este ejemplo:
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X1 = el animal es un tigre.

X9 = el animal es un cebra.

X3 = el animal es mamifero.

X4 = el animal es carnivoro.

X5 = el animal tiene rayas negras.
Xg = el animal es ungulado.

X7 = el animal tiene pelo.

Xg = el animal da leche.

X9 = el animal tiene pezuna.

X190 = el animal como carne.

Usando estas proposiciones construimos las siguientes reglas de produccién:

Si X3, X4 v X5, entonces Xj.
Si X3, X5 v Xg, entonces Xo.

Si X7, entonces X3. (4)
Si Xg, entonces X3.
Si X3y Xo, entonces Xg.
Si Xy, entonces X4.

Asi pues, la primera regla afirma que si el animal es mamifero (X3), carnivoro (Xy4) y
tiene rayas negras (X3), entonces el animal es un tigre (X7).

Claramente se han omitido muchas reglas que podrian considerarse para que el sistema
experto sea mas eracto o para completar ain mas la base de conocimientos; incluso las
reglas dadas no son suficientes para identificar tigres y cebras, simplemente se trata de un
ejemplo supersimplificado.

Usando el método cldsico podemos convertir las reglas dadas anteriormente ( 4) en las
siguientes seis restricciones lineales binarias:

T3+ T4 +xT5—21 <2
T3+ T5+xg— a2 <2

T7 — X3 <0

Irg — I3 SO (5)
T3+ Tg9 — Tg <1

T10 — X4 <0

x; € {0,1} parai=1,2,---,10

El problema de inferir en un sistema experto es determinar si una proposicién puede
ser o no deducida a partir de la informacién disponible en la base conocimientos. Por
ejemplo, supéngase que se ha observado un animal que tiene rayas negras (Ps), da leche
(Pg) y come carne (Pyp). ; Serd el animal observado un tigre (P;) 7. Esto puede ser
establecido resolviendo el siguiente problema de programacion lineal binaria:
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Minimizar T

Restringido a  ( 4)
5 >1 (6)
T8 > 1
T10 > 1
xz; € {0,1} para:=1,2,---,10

Las restricciones z; > 1, para i = 5,8, 10 reflejan los hechos observados Ps, Ps, Pig, los
cuales son verdaderos. Al resolver ( 6) obtenemos que x = (1,1,0,1,1,1,0,0,1,0), para
un valor de funcién objetivo de z* = 1, por lo tanto, el animal observado es un tigre.

5 Conclusiones.

La forma presentada de hacer inferencias tiene sus desventajas, por ejemplo, la forma
normal conjuntiva no es una tarea computacionalmente sencilla al igual que la de re-
solver problemas de programacién lineal binaria, aunque como se ha mencionado esta
metodologia promete ser un método eficiente, debido al avance obtenido al resolver prob-
lemas de programacion lineal binaria grandes, de alrededor de 3000 variables y 500 re-
stricciones, los cuales han sido resueltos en un tiempo computacionalmente aceptable. La
clave de la eficiencia de estos algoritmos estd en la reduccion del tamafnio del problema,
por medio de técnicas de preprocesamiento (- [CrJo 83], [CrPa 80], [Figu 93]), basadas
en la estructura muy particular del poliedro asociado a este tipo de problemas.

Dado que un problema de programacién lineal binaria es NP- completo ( [Gare 79])
la busqueda de una solucién es costosa desde el punto de vista computacional; el tiempo
de ejecucién de los algoritmos que resuelven de forma exacta este problema, es de orden
exponencial. Claro estd, existen muchos heuristicos que proporcionan buenas soluciones
en tiempos relativamente cortos ( [Bama 80], [SiGu 88], [Yosh 75]). Asi pues, cuando
los problemas a resolver son demasiado grandes respecto al nimero de variables y restric-
ciones, se recurre a‘“relajar” el problema, es decir, en lugar de restringir los valores de las
variables a 1 o 0, se permite que estén en el intervalo [0,1], lo cual simplifica el problema
sustancialmente. Hooker ( [Hook 88]) ha demostrado que de un conjunto de problemas de
calculo proposicional generados al azar, para los cuales se resolvié la versién “relajada’”,
en un 90 % de los casos se obtuvo la solucién del problema de célculo proposicional a
partir de la solucién generada y para el restante 10 % fue preciso resolver de forma exacta
el problema de programacion lineal binaria asociado.

Ragsdele ( [Rags 93]) discute sobre la relacién entre las variables bésicas y las corre-
spondientes literales, demuestra que la solucién del problema dual es tutil para explicar
como se llega a una conclusién particular.

Dentro de este tema existen muchas lineas de investigacién, cuyo estudio podria resultar
interesante y provechoso, algunas de éstas estan siendo exploradas actualmente.
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ALGORITMO E IMPLEMENTACION DEL METODO STATIS

JORGE GONZALEZ VARELA* OLDEMAR RODRIGUEZ RoJjas’

Resumen

En este articulo se presenta un algoritmo en pseudocodigo para el método Statis,
atil para el anélisis de tablas multiples de datos. Se presentan también algunos comen-
tarios sobre la implementacién desarrollada en C++. Finalmente se ilustra el método
mediante un ejemplo.

Palabras clave: Statis, compromiso, programacién orientada a objetos, tablas multiples
de datos.

1 Introduccion

El método Statis (Estructura estadistica de una tabla de tres indices) parte de un conjunto
de tablas de datos (individuosxvariables), obtenidas en situaciones diferentes, un caso
comtn es el de disponer de las mismas observaciones en diferentes instantes. Disponemos
entonces de r tablas X, Xs,...,X,, donde X} es de tamano n X p; que tienen asociadas
métricas My, para los espacios de los individuos IRP* y de una métrica de pesos D para el
espacio de las variables IR™.

Se podria efectuar un andlisis separado para cada tabla pero esto no permitiria tener
una idea clara de la evolucion de los datos, ya que los diferentes planos principales no se
pueden superponer. Por esta razén es necesario tener un sistema de referencia comtn,
llamado en adelante ejes del compromiso, en el cual se representen adecuadamente las
diferentes estructuras aportadas por cada tabla. Para lograr este sistema de referencia
comun existen varios métodos, entre ellos el método Statis, estudiado por H. L’Hermier
Des Plantes en 1976 [3] con base en los trabajos del profesor Y. Escoufier. Las propiedades
del método Statis se pueden encontrar en [4] y una presentacién del mismo en [2].

El aporte principal de este trabajo consiste en presentar un algoritmo numérico en
pseudocddigo para este método, la correctitud de este algoritmo la hemos verificado me-
diante la programaciéon del mismo en el lenguaje C++. Ademads se presenta un ejemplo
ilustrativo del algoritmo.

*PIMAD, Escuela de Matemadtica, Universidad de Costa Rica
fPIMAD, Escuela de Matematica, Universidad de Costa Rica
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2 El algoritmo

En esta seccién se presenta un algoritmo para el método Statis en pseudocddigo el cual
puede escribirse facilmente en cualquier lenguaje de programacién estructurado como Pas-
cal o C. El algoritmo lo dividimos en: Entrada de datos, Intraestructura e Interestructura.

En la métrica D consideramos todos los pesos iguales y M} la definimos como la
identidad correspondiente.

Entrada: Se reciben r tablas (matrices) de datos X} individuosxvariables de tamafo
n X pg, centradas respecto a D, donde

n es el nimero de individuos, el mismo en las r mediciones.
pi es el namero de variables en la k—ésima medicién.

D = diag(1/n,1/n,...,1/n) es la matriz de pesos, invariable para las r mediciones.

Interestructura: (pasos 1-4). Como los individuos en las diferentes mediciones han sido
los mismos, comparamos su distribucién espacial a través de las matrices W; = X; X!.
Para ello usamos la métrica definida por el producto interno

< WZ’,W]' >p= traza(Win) =< WZ’,W]' >r

donde W; € IR™ es un vector formado por todas las filas de la matriz W; para
1=1,2,...,7r.

Paso 1: Calcular las matrices W; n x n dadas por W; = X; X! parai=1,2,...,r

Paso 2: Genere la matriz

—.

X=[ Wi | Wo | | W],

Paso 3: Efectie el Analisis en Componentes Principales del triplete (X, D 1 #Inz)
(para efectuar este Andlisis en Componentes Principales utilizamos el algoritmo
presentado en [5]).

Guardar el primer vector propio de este ACP, que denotamos por u = (uy, ..., u,),

v el primer valor propio A; para usarlos en el compromiso.

Paso 4: Graficar el circulo de correlaciones (en este aparecerédn representados los
vectores W;. Puntos cercanos significara configuraciones de individuos pareci-
das y vectores paralelos representard configuraciones homotéticas (ver [2]).

Intraestructura: (pasos 5-13). El estudio evolutivo de individuos y variables lo realiza-
mos con la factorizacién del compromiso »7_ W), obtenida del ACP: (X, I;, D),
donde | = >, pk, Ok estd definido en el paso 5 y X se define como sigue:

X=|VBXi | VBXs | - | VBX, |

"XZZ:1 Pk
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Dado que el operador WD del ACP de X es igual al compromiso, este nos da una
representacion simultanea de las ) j._; pr variables en la base D-ortonormal de sus
vectores propios de WD que denominamos ejes del compromiso.

Pero el ACP anterior no resuelve el problema de la representacion simultanea de
los individuos, para ello definimos las coordenadas de los individuos de la k—ésima
tabla como la D-proyeccién de la matriz W sobre los ejes del compromiso. Para
una justificacién de esta definicién ver [4].

Una trayectoria es la representacion de un mismo individuo a través de las diferentes
tablas, en los ejes del compromiso.

Evolucién de las variables : (pasos 5-10)

Paso 5: Calcular 8 = (61, f2,...,0,) = ﬁu
Paso 6: Calcular la matriz por bloques X como sigue:

X=[VBxi | VBX: | - | VBX, |

X sy P

Paso 7: Efectuar un ACP(X, I}, D) (no reducido).
Paso 8: Guardar la matriz de componentes principales, denotada por

02[017027"'7Cl]

donde I = >"}_; pr.
Paso 9: Graficar el circulo de correlacién de este ACP, en el cual se podra
estudiar la evolucién de las variables.

Paso 10: Graficar el plano principal de este ACP, en el que aparecen repre-
sentados los n individuos promedio (ver definicién en [4]).

Evolucién de los individuos : (pasos 11-13)
Paso 11: Calcular la matriz IND definida por bloques como sigue:

Wy

Wo
IND =

W (rn)xr

Paso 12: Calcular las coordenadas de los individuos a través de las diferentes
tablas, denotada por §2, mediante el siguiente producto matricial:

Q=IND x C

Paso 13: Graficar el plano principal, en éste se podra estudiar la evolucién de
los individuos.
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3 Algunas observaciones sobre la implementacién

El algoritmo para el método Statis presentado en la seccién anterior fue implementado en
lenguaje C++ como un médulo més del sistema PIMAD [5], esto permitié aprovechar el
nicleo del sistema PIMAD para efectuar los Anélisis en Componentes Principales que son
necesarios en el método Statis y para generar los graficos.

El siguiente fragmento de cédigo permite ver la definicion de la “class” o clase Statis
como una clase derivada de la clase TablaDatos del sistema PIMAD, lo que permite reutilizar
todas las caracteristicas de las tablas de datos ya implementadas, tales como, calcular la
matriz de varianzas, calcular vectores y valores propios, generar graficos etc.

class Statis : public TablaDatos {
float beta[MAX];
int NTecho, MTecho;
int NumeroIndividuos;
int NumeroVariables;
int NumeroTablas;
TNombreArchivo NomArchs[MAX];
public:
Statis(int InitN);
boolean GeneraTablaBin();
void CalculaBeta(float *z[MAX],float d[MAX]);
boolean GeneraTablaXTechoTBin();
boolean GeneralIND();
+;

Como se nota en esta definicién de la clase Statis fue necesario utilizar un archivo
binario para almacenar la tabla de datos, es decir, la matriz X del algoritmo anterior.
Esto fue necesario debido a que, como puede verse en el paso 2 del algoritmo de la seccién
anterior, la matriz X tiende a ser sumamente grande lo cual hace que algunas veces sea
imposible almacenarla en la memoria RAM del computador.

El hecho de que la tabla de datos esté en un archivo hace que el sistema sea bastante
mas lento en algunos procesos de cédlculo, por ejemplo al calcular la matriz de varianzas,
pero garantiza que el sistema funcione adecuadamente atin cuando las dimensiones de las
tablas de datos sean muy grandes o bien se tengan muchas tablas de datos iniciales.

El sistema PIMAD proporciona en el meni Archivo una opcién para cargar los datos
del método Statis, como puede verse en la Figura 1. Una vez que se selecciona esta
opcion el sistema le pedira una secuencia de archivos para las tablas de datos, un archivo
de etiquetas para las variables y otro para las etiquetas de los individuos. Todos estos
archivos deben estar en c6digo ASCII en formato PIMAD (ver [5]).

Una vez que el sistema PIMAD ha cargado los datos, pueden ejecutarse las opciones
del mentu Statis que se muestran en la Figura 2. Estas opciones permiten correr paso a
paso el algoritmo de la seccién anterior, permitiendo incluso visualizar los resultados por
pantalla, imprimirlos o generar cédigo KTEX.



54 J. GONZALEZ — O. RODRIGUEZ

Figura 1: Datos para el método Statis en PIMAD

Figura 2: Opcién Statis en PIMAD

4 Ejemplo

Con el objeto de mostrar los diferentes pasos del algoritmo, asi como las diferentes salidas
del programa, aplicaremos Statis a los datos recolectados en cuatro muestreos por el
proyecto “Desarrollo y aplicacion de métodos efectivos a bajo costo para el monitoreo
biolégico de los rios de Costa Rica” de la Universidad Nacional. Uno de los objetivos
de este proyecto es la definicién de un indice para medir la calidad del agua, que se
base en la presencia-ausencia de macroinvertebrados benténicos y que sea adecuado para
las condiciones tropicales. El indice se ha denominado CRBI y se encuentra en una
etapa exploratoria. La idea es utilizar las trayectorias y la evolucién de las variables
para compararlo con otros indices como: BBI, GBI, BMWP, ASPT, usados en otras
latitudes (consultar [6, 7]). Ademds se usan, como control, variables Fisico-Quimicas de
comportamiento conocido respecto de la calidad del agua.

1. Entrada de los datos

Se tienen cuatro tablas de tamano 18 x 20, que corresponden a 18 puntos de muestreo
en la Cuenca del rio Tdrcoles y a 20 variables, de las cuales 9 son Fisicoquimicas y
4 son indices de calidad de agua.

Las tablas corresponden a los meses de: febrero, setiembre, octubre y diciembre.
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2. Interestructura

El programa PIMAD permite imprimir la matriz del paso 2 del algoritmo, asi como
imprimir el circulo de correlacién del paso 4, el cual se presenta en la Figura 3.

% Inercia 75.62 Eje 2

[ ]
FERy ¢

Figura 3: Circulo del correlacion, corresponde al paso 2 del algoritmo

Los cuatro puntos corresponden a cada una de las tablas. Se observan compor-
tamientos similares en los meses de febrero y diciembre, difiriendo estos de los com-
portamientos similares de septiembre y octubre.

3. Intraestructura

El programa PIMAD permite imprimir la matriz X, paso 8 del algoritmo, y todos
los pasos intermedios del ACP del paso 9, tales como: la matriz de varianzas, los
vectores propios, los valores propios, y la matriz de componentes principales. Se
presenta unicamente, en la Figura 4, la salida m&as importante de esta etapa del
algoritmo, es decir, el grafico con la evolucién de las variables.

En la intraestructura también es posible imprimir un plano principal en el que se
representan los individuos promedio, en este caso el baricentro de los puntos de
muestreo, asi como las coordenadas de este gréafico, es decir las componentes princi-
pales. En la Figura 5 se presenta el plano principal de los individuos promedio.

Finalmente el sistema PIMAD permite imprimir un plano en que se presenta la trayec-
toria de los individuos, en este caso la trayectoria de los puntos de muestreo, este
grafico se presenta en la Figura 6. Ademds PIMAD también permite imprimir o visu-
alizar por pantalla todos los cédlculos necesarios para producir este plano.



56 J. GONZALEZ — O. RODRIGUEZ

% Inercia 82.85 Eje 2
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Figura 4: Evolucién de las variables, corresponde al paso 11 del algoritmo

5 Perspectivas

Otro ejemplo importante en cual este algoritmo sera usado es en el estudio de la evolucién
de la opinién de publica en Costa Rica, para este propdsito se usaran las bases de datos
del proyecto de investigacion de la Escuela de la Matemética de la Universidad de Costa
Rica Estructuras de la opinion piublica en Costa Rica.

Actualmente se trabaja en el disefio de un algoritmo similar para el Anélisis Factorial
Muiltiple (AFM), el cual serd implementado en C++ e incorporado como un médulo més
del sistema PIMAD.
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EL PROBLEMA DE LOCALIZACION DE PLANTAS:
ANALISIS DE TECNICAS DE SOLUCION
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Resumen

El objetivo fundamental de este articulo es presentar la bondad de la técnica de

recocido simulado para el problema de localizacién de plantas. Para tal propdsito, se
presentan tres métodos alternativos para la resolver el problema: un método exacto,
un método heuristico y un método de biisqueda local. El método exacto y el heuristico
que se seleccionaron, se reportan en la literatura como los més eficientes, ver [7]. El
estudio con el método de bisqueda local estd enfocado a la investigacion de si es bueno
aceptar una solucién mas mala, a partir de la solucién que actualmente se tenga.
El anélisis comparativo de los cuatro algoritmos se hizo en cuanto a los valores que
se obtienen en la funcién objetivo. Para cada algoritmo se reporta la experiencia
computacional y en la tdltima seccién se hace un andlisis comparativo de los cuatro
métodos.

Palabras clave: localizacién de plantas, recocido simulado, bisqueda local, algoritmos
heuristicos.

1 Descripcion

El problema de localizacién de plantas tiene la siguiente estructura: hay n sitios en una
region que requiere un producto. La demanda para el producto en el sitio 7 es d; unidades,
para i = 1,...,n. La demanda tiene que satisfacerse manufacturando el producto dentro
de la region. Se necesitan m o menos plantas para manufacturar el producto que satisfaga
la demanda, donde m se especifica. El costo por construir una planta en el sitio i es f;
pesos. Si una planta se construye en el sitio 7, k; unidades es la capacidad de produccion.

Si existe una ruta de transporte entre el sitio ¢ al j, k;; es la capacidad sobre el horizonte
de planeacion y c¢;; es el costo de transporte de una unidad entre el sitio 4 al j. El problema
es determinar un subconjunto éptimo de sitios de localizacién de las plantas y un plan

*Universidad Auténoma Metropolitana Azcapotzalco, Departamento de Sistemas, Avenida San Pablo
180, Col. Reynosa Tamaulipas, C.P. 02200, México D.F., fax: (52-5) 3944534
fUniversidad Auténoma Metropolitana Iztapalapa
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de transporte que minimice el costo total de construccién de plantas y el transporte de
productos. El problema de determinar un subconjunto de sitios para localizar plantas y los
costos fijos de transporte entre sitios es un problema de optimizacién combinatoria. Una
vez que se conoce una solucién de este problema, es decir, se ha decidido donde colocar
las plantas, el problema de determinar la cantidad éptima transportada a lo largo de las
rutas es un simple problema de transporte. Asi, cada vez que se asignan las plantas a
sitios, se debe resolver un problema de transporte para obtener la distribucién éptima del
producto.
Este problema puede formularse como un problema entero usando variables de decisién
con las siguientes interpretaciones:

y; = 1 si la planta se localiza en el sitio .

1; = 0 en otro caso.

¥;j = 1 si existe una ruta de transporte del sitio 4 al j.

yi; = 0 en otro caso.

x;; = cantidad (en unidades) del producto transportado del sitio 4 al sitio j.
Entonces el problema de localizacion de plantas puede formularse en términos mateméticos

como:
min{g E Cijxij + g fivi + E E fijyij (1)
i j i v g

Zﬂfz’j—kiyi < 0V

J

wij — kijyi; < 0 Vi, g
dory 2 dj v
;
Zyi < m
i

zij > 0 Vi, 55 yi,yi; = 00l Vi,j

El problema de localizacion de plantas también esta clasificado dentro de la familia NP-
completa y por lo tanto los algoritmos conocidos para resolver el problema de manera
exacta, son de enumeracién implicita o de ramificacién y acotamiento.

2 Algoritmo exacto

En esta seccién se introduce un algoritmo exacto para resolver el problema de localizacién
de plantas. Este algoritmo se reporta como una algoritmo eficiente para resolver el pro-
blema de manera exacta (ver [7]) y originalmente lo propone Khumawala ([5]).

2.1 Descripcion del algoritmo

El algoritmo de Khumawala es un algoritmo de ramificacién y acotamiento y resuelve
el siguiente problema: Sea m el nimero de plantas potenciales a instalar (sin limite de
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capacidad) y n el nimero de consumidores:

min{z = Z Z CijTij + Z fiyi} (2)

sujeto a
doay=1 i=1,2..n,
1EN;
OS Z Snlyz i:1727’”7m7
JEP;
;=001 1=1,2,...,m,
donde Cij = tijdj.
t;j : Costo unitario del producto de la planta i al consumidor j.
d;  : demanda del consumidor j.
fi  : Costo fijo asociado a la planta .
x;; : Porcentaje de d; abastecido desde la planta .
Yi : Esigual a 1 6 0, dependiendo de si la planta ¢ estd abierta o cerrada.
N; : Conjunto de almacenes que pueden abastecer al consumidor j.
P; . Conjunto de consumidores que pueden ser abastecidos por la planta i.
n; : Numero de elementos de P;.

Primero se resuelve el problema (2) de manera lineal, relajando las restricciones de
integrabilidad. Sea 2 la solucién a este problema. Si las restricciones de integrabilidad
se cumplen, entonces el problema esta resuelto, de otra manera, se escoje una variable yy
que viola estas condiciones y se formulan dos nuevos problemas. (a) La restriccién y; = 0
se adiciona al problema y este es nuevamente resuelto en forma lineal, sea z; la solucién;
claramente z; > zg. (b) La restriccién yr = 1 se adiciona al problema original y este es
nuevamente resuelto en forma lineal, sea zo la solucién; claramente zo > z(.

Entonces Z = min{z;, 22} es una cota inferior para z. Este procedimiento resulta en
la construccién del arbol de busqueda en donde cada una de las ramas se corta hasta
que se obtiene una mejor solucién del problema (2) o cuando la cota inferior asociada al
subproblema es mayor o igual al valor de la mejor solucién encontrada. El algoritmo para
cuando ya no existen nodos que explorar sobre el arbol de bisqueda. En este momento,
la mejor solucién encontrada, es la solucién éptima del problema.

FEn cada nodo del arbol de bisqueda existen tres conjuntos de indices, Ky, K1 y Ko, donde
Ky es el conjunto de indices asociados a plantas que estdn abiertas en forma fija; K; es
el conjunto de indices asociados a plantas que estdn cerradas en forma fija y Ko es el
conjunto de indices asociados a plantas que estan libres.

La solucién éptima del problema lineal en este nodo es:

o 1 sicij 4 gi/ni = mingeg,ur,[Chj + 9r/k],
Y 0 en otro caso
0 sii € Ko,
Y = Zjépi a:ij/m, sii € Ko,

1, 1€ Ky
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donde

_ fk7 SikEKQ,
Ik = 9 o, si ke K.

Existen algunas simplificaciones para reducir el nimero de ramas sobre el arbol de buisqueda.
Son las siguientes:
1.- Cota minima para abrir una planta. Para i € Ko, j € P;calcule

Vi = [max(cx; — ¢ij,0)],

min
keEN;N(K1UK2);k#i
A= ) Viy—fi

JEP;

Si A; > 0, entonces y; = 1 para todas las ramas que salgan del nodo. V;; mide el costo
minimo que el consumidor j puede tener si la planta i se abre, cuando se considera con
respecto a todas las plantas no cerradas en este nodo. Claramente, si la suma de este
minimo para la planta i sobre todos los consumidores que puede proveer, excede su costo
fijo f;, entonces la planta i siempre debe estar abierta en este nodo.

2.- La segunda simplificacién se refiere a la reduccion de n;. Si para ¢ € Ko, j € P;

pein, (ers = cig) <0,

entonces n; se reduce en uno. De hecho, si la desigualdad se cumple para toda j € F;,
entonces P; = (), n; = 0 y y; = 0 para todas las ramas que salgan de este nodo.

Claramente, si una planta que ya esté abierta puede suministrar al consumidor j mas
barato que cualquiera de las que estan libres en el nodo, entonces este consumidor debe ser
abastecido por cualquiera de las plantas abiertas del nodo. Por lo tanto, este consumidor,
no se debe considerar como consumidor potencial de las plantas libres en este nodo.

3.- La tercera simplificacién determina una cota maxima en la reduccién de costo por
abrir una planta. Si esta cota es negativa, la planta debe permanecer cerrada.

Para i€ Ko,j € P

wij = kEI]?ligNj [maX(ij — Cij, 0)]7
%G o= > wy—fie
JjEPR;

Si €); < 0, entonces y; = 0 para todas las ramas que salgan de este nodo. La w;; es
similar a la V;; de la primera simplificacién, excepto que aqui las comparaciones se hacen
unicamente sobre todas las plantas fijas abiertas; es decir, w;; es el ahorro minimo que
puede hacerse para suministrar al consumidor j si la planta ¢ estd abierta cuando se
considera sobre todas las plantas abiertas fijas en este nodo. Es claro que si la suma
de estos ahorros para la planta i, sobre todos los consumidores que puede proveer, es
menor que el costo fijo f;, entonces esta planta debe estar cerrada y eliminarla para
consideraciones adicionales.

Estas consideraciones deben hacerse a cada nodo tantas veces como sea necesario hasta
que ya no se puedan hacer operaciones de cerrar o abrir plantas en forma definitiva.
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2.2 Experiencia computacional

La prueba del algoritmo se llevé a cabo generando de manera aleatoria instancias del
problema de localizacion de plantas. Para valores preestablecidos del niimero m de plantas
y el niimero n de consumidores, se generaron 100 instancias aleatorias del problema. Para
cada planta se tomé como costo fijo un nimero aleatorio con distribuciéon uniforme entre
(100-500); para cada consumidor se tomé como costo de transporte un nimero aleatorio
con distribucién uniforme entre (40-200) y finalmente para la demanda de consumidores,
se tomo un numero aleatorio con distribucién uniforme entre (10-100).

La Tabla 1 reporta el tiempo promedio (en segundos) y los valores del nimero de
plantas y de consumidores considerados. Para cada valor del nimero de plantas, se con-
sideraron cuatro casos (en cuanto al nimero de consumidores).

3 Algoritmo heuristico

El algoritmo descrito en la subseccién anterior es un método exacto para la solucién al pro-
blema de localizacion de plantas. Como todos los métodos de ramificacién y acotamiento,
tiene el problema que cuando el nimero de plantas en la instancia crece, el tamano del
arbol de busqueda crece de manera no polinomial con respecto a este numero. Esto da
como consecuencia que para instancias grandes, el algoritmo no sea aplicable. Una al-
ternativa para encontrar “buenas” soluciones al problema es la de desarrollar algoritmos
heuristicos que resuelvan el problema dando una solucién subdptima lo més cercana posible
del 6ptimo. En esta seccién se describe una modificacion al algoritmo heuristico propuesto
por Grange (ver [9]).

3.1 Descripcion del algoritmo

El algoritmo es sencillo y se puede describir de la siguiente manera:

Suponga que el nimero de sitios en donde se pueden construir plantas potenciales es n y
se requiere construir m o menos plantas, entonces para cada consumidor j seleccione de
las n plantas potenciales que pueden cubrir su demanda, la planta que le suministre con
el costo minimo de transporte. Una vez hecho esto, se tendrda un nimero k& de plantas
abiertas.

Para cada planta abierta ¢, calcule su costo de eliminacién; este costo de eliminacién
es la suma de las diferencias entre el costo menor de suministrar su demanda por alguna
otra de las k — 1 plantas abiertas y el costo de transporte a sus consumidores asignados.
Si este costo es menor que el costo fijo f; de la planta, entonces ciérrela y reasigne sus
demandas conforme se hayan obtenido los costos menores.

Este proceso se sigue hasta que todas las plantas tengan un costo fijo menor que su
costo de eliminacién.

Una vez terminado este proceso se chequea si k < m. Si esta condicién se cumple pare
con una solucién subéptima. En caso contrario, seleccione la planta con el valor minimo
del costo de eliminaciéon menos su costo fijo. Ciérrela y reasigne demanda.

Repita este proceso hasta que k < m.
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3.2 Experiencia computacional

La prueba del algoritmo se llevé a cabo generando de manera aleatoria instancias del
problema de localizacion de plantas. Para valores preestablecidos del nimero m de plantas
y el nimero n de consumidores, se generaron 100 instancias aleatorias del problema. Para
cada planta se tomé como costo fijo un nimero aleatorio con distribuciéon uniforme entre
(100-500); para cada consumidor se tomé como costo de transporte un nimero aleatorio
con distribucién uniforme entre (40-200) y finalmente para la demanda de consumidores,
se tomé un nimero aleatorio con distribucién uniforme entre (10-100).

La Tabla 2 reporta el tiempo promedio (en segundos) y los valores del nimero de
plantas y de consumidores considerados. Para cada valor del niimero de plantas, se con-
sideraron cuatro casos (en cuanto al nimero de consumidores).

No. EXACTO No. HEURISTICO
Pla. No. Arcos / Tiempo(seg.) Pla. No. Arcos / Tiempo(seg.)
5 10 15 20 5 10 15 20
5 0.95 1.16 1.28 1.36 51 0.01 | 0.01 | 0.02 0.02
10 15 25 30 10 15 25 30
10 2.20 2.68 3.93 5.05 10 | 0.02 | 0.03 | 0.04 0.04
15 25 35 40 15 25 35 40
15 4.64 9.24 15.52 17.33 15 | 0.04 | 0.05 | 0.07 0.09
20 25 35 40 20 25 35 40
20 15.89 17.89 21.23 30.41 20 | 0.05 | 0.07 | 0.09 0.09
25 30 35 40 25 30 35 40
25 32.27 76.26 84.48 95.47 25 | 0.07 | 0.10 | 0.12 0.13
30 40 50 60 30 40 50 60
30 60.14 99.55 164.97 235.60 30 | 0.12 | 0.13 | 0.15 0.16
35 40 50 60 35 40 50 60
35 209.48 | 214.28 237.80 437.75 35| 0.13 | 0.16 | 0.19 0.18
40 45 50 60 40 45 50 60
40 396.18 | 436.76 | 1050.76 | 1504.63 40 | 0.16 | 0.21 | 0.21 0.22
Tabla 1. Tiempos promedio de ejecucién Tabla 2. Tiempos promedio de ejecucién
del algoritmo exacto. del algoritmo heuristico.

4 Algoritmo de recocido simulado

El algoritmo de recocido simulado [1, 3, 6] puede usarse para abordar este problema y
obtener soluciones que no necesariamente son 6ptimas, pero se puede observar un com-
portamiento muy favorable del método con respecto a instancias cuya solucién se conoce.

4.1 Descripcién del algoritmo

En este caso el algoritmo de recocido simulado puede aplicarse de la siguiente manera:

e El espacio de soluciones S, para el problema combinatorio, estd representado por
todos los vectores binarios (y1,y2,...,yn) tal que y; =00 1y > i*; y; < m. Donde
y; = 0 si no se coloca planta en el sitio ¢ y y; = 1 si se coloca planta en el sitio .
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e La funcién de costo a minimizar, se escoge como:
f=222 e+ fi (3)
i i

donde z;; es la cantidad (en unidades) del producto transportado del sitio 7 al sitio
j v f esel costo de la localizacién més transporte.

e Las nuevas soluciones se generan a partir de dos mecanismos: uno que selecciona
aleatoriamente un sitio ¢, si existe planta en el sitio ¢ se quita y si no existe, entonces
se coloca una planta. El otro mecanismo genera aleatoriamente un sitio i, si existe
una planta en 7 se cambia a otro sitio 7 donde no exista, tomado en forma aleatoria
v si no existe planta en el sitio ¢, se busca aleatoriamente un sitio j donde exista una
planta y se intercambia.

La seleccién de uno u otro mecanismo se hace de manera aleatoria. Con probabilidad
p se hace intercambio de plantas y con probabilidad 1 — p se abre una planta o se
cierra. El valor de p puede variarse dependiendo del parametro de control.

e La actualizacién de la funcion de costo entre la solucién actual y la nueva solucion
puede hacerse facilmente, en la parte de costos fijos unicamente al quitar, agregar o
intercambiar los costos de plantas que se den de alta y de baja. La parte del costo de
transporte debe calcularse para cada nueva configuracion usando la solucién actual
y modificando los suministros variados por medio de penalizaciones.

El algoritmo que describe el procedimiento de recocido simulado puede enunciarse como
aparece abajo.

Algoritmo de Recocido Simulado para el
Problema de Localizacion de Plantas

Propésito: Obtener los sitios donde colocar las plantas y la asignacion de plantas a
consumidores.

Descripcion:
Paso 1: Tome ¢ un valor grande apropiado.
Paso 2: Asigne valores 0 0 1 a y; con i € {1,2,...,n} de manera arbitraria.
Obtenga el valor correspondiente de la funcién objetivo f.
Paso 3: Asigne el valor verdadero a la variable 16gica CHANGE.
Paso 4: Si la variable CHANGE tiene valor falso, entonces pare.
Paso 5: Haga CHANGE igual a falso.
Paso 6: Repita los puntos 1-11 r veces.
1.- Seleccione aleatoriamente un nimero u € {1,2,...,n}.
2.- Genere un niimero aleatorio z, uniformemente distribuido en (0, 1).
3.- Si x > p abra (o cierre) la planta u, en caso contrario intercdmbiela por
una cerrada (abierta).
4.- Evalue el valor Af.
5.- Si Af < 0 entonces vaya a 9.
6.- Sea P(Af) =exp(—Af/c).
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7.- Genere un nimero aleatorio z, uniformemente distribuido en (0, 1).
8.- Si x > P(Af) entonces vaya a 11.
9.- Acepte el cambio hecho y reactualice el valor de f.
10.- Si Af # 0 entonces CHANGE « verdadero.
11.- Fin del paso 6.
Paso 7 Reduzca c e incremente p y 7.
Paso 8 Vaya al paso 4.

4.2 Experiencia computacional

La prueba del algoritmo se llevé a cabo generando de manera aleatoria instancias del
problema de localizacion de plantas. Para valores preestablecidos del nimero m de plantas
y el nimero n de consumidores, se generaron 100 instancias aleatorias del problema. Para
cada planta se tomé como costo fijo un nimero aleatorio con distribucién uniforme entre
(100-500); para cada consumidor se tomé como costo de transporte un nimero aleatorio
con distribucién uniforme entre (40-200) y finalmente para la demanda de consumidores,
se tomé un nimero aleatorio con distribucién uniforme entre (10-100).

La Tabla 3 reporta el tiempo promedio (en segundos) y los valores del niimero de plantas
y de consumidores considerados. Para cada valor del nimero de plantas, se consideraron
cuatro casos (en cuanto al nimero de consumidores).

5 Algoritmo de bisqueda local

Uno de los puntos importantes del algoritmo de recocido simulado es el hecho de que cada
vez que se ejecuta el Paso 6, no solamente acepta soluciones con menor costo sino que
también se aceptan con cierta probabilidad soluciones con mayor costo. Esta situacion
cada vez es menos frecuente conforme el valor del parametro de control ¢ se decrementa.
Sin embargo, queda en duda el hecho de si el aceptar soluciones “malas” da algun beneficio.
Con el objeto de poder comparar los resultados del algoritmo de recocido simulado con
el algoritmo de busqueda local correspondiente, también se implanté este ltimo en la
computadora.

Siguiendo la misma notacién que la ya dada para el algoritmo de recocido simulado y
tomando en cuenta que si en el algoritmo de recocido simulado se toma el pardmetro de
control ¢ desde el principio cercano a cero, el algoritmo que nos queda es un algoritmo
de busqueda local, ya que, la probabilidad de aceptar soluciones méas malas que la actual
practicamente se reduce a cero.

5.1 Experiencia computacional

La prueba del algoritmo se llevé a cabo generando de manera aleatoria instancias del
problema de localizacion de plantas. Para valores preestablecidos del nimero m de plantas
y el nimero n de consumidores, se generaron 100 instancias aleatorias del problema. Para
cada planta se tomé como costo fijo un nimero aleatorio con distribuciéon uniforme entre
(100-500); para cada consumidor se tomé como costo de transporte un nimero aleatorio
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con distribucién uniforme entre (40-200) y finalmente para la de manda de consumidores,
se tomé un nimero aleatorio con distribucién uniforme entre (10-100).

La Tabla 4 reporta el tiempo promedio (en segundos) y los valores del nimero de
plantas y de consumidores considerados. Para cada valor del nimero de plantas, se con-
sideraron cuatro casos (en cuanto al nimero de consumidores).

No. RECOCIDO SIMULADO No. BUSQUEDA LOCAL
Pla. No. Arcos / Tiempo(seg.) Pla. No. Arcos / Tiempo(seg.)
5 10 15 20 5 10 15 20
5 0.01 0.78 0.75 0.83 5 0.00 | 0.07 | 0.07 0.08
10 15 25 30 10 15 25 30
10 2.04 2.73 2.20 2.67 10 0.21 | 0.23 | 0.22 0.27
15 25 35 40 15 25 35 40
15 4.82 5.82 9.15 9.55 15 0.42 | 0.58 | 0.93 0.95
20 25 35 40 20 25 35 40
20 6.92 7.30 | 13.73 10.34 20 0.69 | 0.73 | 1.53 1.04
25 30 35 40 25 30 35 40
25 12.85 | 10.83 | 12.46 12.58 25 1.15 | 1.18 | 1.58 1.66
30 40 50 60 30 40 50 60
30 12.53 | 12.74 | 11.92 13.44 30 1.25 | 1.26 | 1.92 1.97
35 40 50 60 35 40 50 60
35 18.66 | 26.87 | 27.80 29.86 35 1.17 | 2.77 | 2.78 2.96
40 45 50 60 40 45 50 60
40 20.33 | 30.54 | 32.75 32.32 40 2.05 | 3.17 | 3.25 4.49
Tabla 3. Tiempos promedio de ejecucion Tabla 4. Tiempos promedio de ejecucién
del algoritmo de recocido simulado. del algoritmo de bisqueda local.

6 Analisis comparativo de los métodos

Como ya se mencioné, se generaron para cada valor fijo de m y n 100 instancias en
forma aleatoria del problema de localizaciéon de plantas. Para cada una de estas instancias
generadas, se corrieron los cuatro algoritmos y se calculd el tiempo promedio de solucion.
Los resultados aparecen en las Tablas 1, 2, 3 y 4.

Como ya se mencionoé en la seccién anterior, el tiempo de solucién del algoritmo de recocido
simulado es muy variable, ya que depende en gran medida del valor inicial del parametro
de control ¢, del nimero r de veces que se ejecuta el paso 6 (del algoritmo) y de la forma
en que se reduzca el parametro ¢ y se incrementen los pardmetros p y r. Para el andlisis
realizado en este documento, se tomé un valor inicial de ¢ de tal manera que la tasa de
aceptacion de las soluciones propuestas fuera mayor o igual a 0.95 y los decrementos fueran
del 0.1 (paso 7 del algoritmo). El nimero r inicial que se tomé en cada caso fue r =n y
los incrementos fueron de 0.05 (paso 7 del algoritmo).

Los célculos que aparecen en la Tabla 5 son con base en los promedios obtenidos en las
100 instancias para cada valor del nimero m de plantas y del niimero n de consumidores.
FEn la Tabla 5, puede observarse que las eficiencias del algoritmo de recocido simulado son
mejores que las de los otros dos algoritmos heuristicos y que el comportamiento de esta
eficiencia se mantiene conforme crecen los valores del niimero de plantas y del nimero de
consumidores.
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Las pruebas computacionales con el problema de localizlacién de plantas revelan un ex-
celente comportamiento del algoritmo. Las soluciones subdptimas difieren en 1-2% de la
solucién 6ptima. Ademas, si se ejecuta el procedimiento varias veces con diferentes valores
iniciales, se obtienen en todos los casos la solucion.

Los programas computacionales y las ejecuciones de los mismos, se realizaron en una
computadora IBM-PS/70 de 25 mhz con procesador 80386 y sin coprocesador matemético.

ALGORITMO (eficiencia)

m n | EXACTO | HEURISTICO | REC. SIM. | BUS. LOC.
5 5 1.00 0.9504 0.9899 0.9051

10 1.00 0.9490 0.9966 0.8965

15 1.00 0.9377 0.9989 0.8679

20 1.00 0.9371 0.9977 0.8587

10 10 1.00 0.8440 0.9962 0.9058
15 1.00 0.8563 0.9929 0.8526

25 1.00 0.8920 0.9957 0.8671

30 1.00 0.9140 0.9912 0.8623

15 15 1.00 0.8033 0.9924 0.8973
25 1.00 0.8655 0.9985 0.8631

35 1.00 0.8690 0.9963 0.8651

40 1.00 0.8662 0.9796 0.8249

20 20 1.00 0.7971 0.9919 0.8450
25 1.00 0.8042 0.9847 0.8357

35 1.00 0.7982 0.9863 0.8126

40 1.00 0.8243 0.9895 0.7991

25 25 1.00 0.7405 0.9911 0.8552
30 1.00 0.7959 0.9884 0.8696

35 1.00 0.8079 0.9943 0.8229

40 1.00 0.7659 0.9886 0.8027

30 30 1.00 0.7586 0.9891 0.8222
40 1.00 0.7786 0.9920 0.8149

50 1.00 0.8056 0.9881 0.7604

60 1.00 0.8048 0.9866 0.7669

35 35 1.00 0.7753 0.9904 0.8049
40 1.00 0.7516 0.9906 0.7982

50 1.00 0.7755 0.9898 0.7890

60 1.00 0.7755 0.9923 0.7883

40 40 1.00 0.7234 0.9857 0.7814
45 1.00 0.7945 0.9943 0.7886

50 1.00 0.7676 0.9917 0.7699

60 1.00 0.7578 0.9862 0.7621

Tabla 5. Comparacién de los algoritmos que resuelven el
problema de localizacién de plantas con respecto a su eficiencia.

. . 4
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APLICACIONES DE LA TELEDETECCION A LA
CLASIFICACION DEL USO DE LA TIERRA REFLEXIONES
METODOLOGICAS

EDUARDO HERNANDEZ Z.*

Resumen

El presente es un trabajo de aplicacién de la Teledeteccién con el apoyo de la
cartografia topografica y de fotografias aéreas para el levantamiento del uso del suelo en
la zona cafetalera norte de la ciudad de Alajuela, Costa Rica. La zona de estudio esta
situada en el Valle Central de Costa Rica. Es una zona agricola destinada al cultivo
del café, de la cana de azucar, de pastos extensivos e intensivos y a la horticultura.
Las partes altas de montafias y canones de rios son cubiertas por el bosque natural.
El objetivo de este trabajo es presentar un trabajo de base que permita la reflexion
metodoldgica para un mejor tratamiento de imagenes para elaborar clasificaciones del
uso de la tierra.

Palabras clave: teledeteccion, imagenes satélite, tratamiento numérico, clasificacién, uso
de la tierra, Costa Rica.

1 Introduccion

La presente ponencia se basa en una experiencia de investigacién para el levantamiento de
la dindmica del uso actual de la tierra, a partir de una escena de una imagen del satélite
Spot sobre Costa Rica. Al realizar dicho trabajo, se pudo comprobar la incidencia que
tienen los andlisis y resultados estadisticos en los productos visuales de la imagen. A su
vez, permitié definir el rol que tienen las etapas previas a la aplicacién de determinado
programa de tratamiento de imdagenes, tratandose de clasificaciones bajo el método de
supervision. La teledetecciéon constituye una alternativa tecnoldgica a la investigacion de
Recursos Naturales y particularmente al estudio del uso de la tierra. La combinacién de
iméagenes satélite, la cartografia de base existente, las fotografias aéreas y el trabajo de
acampo garantizan una investigacién de mejor calidad en la materia de que nos ocupa.

“Escuela de Ciencias Ambientales, Universidad Nacional, Heredia, Costa Rica

70
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2 La zona de estudio

Comprende los distritos de Carrizal, San Isidro y Sabanilla de Alajuela. Zona histéricamente
cafetalera desde finales del siglo, pasado que en la actualidad sufre transformaciones en
el uso del suelo, producto de la aplicacién de la politica agricola de la ”agricultura de
cambio”.

Productos "no tradicionales” de exportacion tales como las flores y plantas ornamen-
tales constituyen la dindmica actual del paisaje rural de la zona. Es una area muy variada
en téminos de su riqueza bioclimatica y por ende a nivel de suelos y vegetacién natural.

3 Materiales y métodos

3.1 Materiales

Los materiales que a continuacién se mencionan sirvieron de apoyo a los métodos desar-
rollados dada la naturaleza metodoldgica del presente trabajo.

1. Fotos aéreas.
Escala: 1:50000
Fecha: 16-02-80
Tipo: Pancromaticas
Calidad: Buena.
Instituciéon: Instituto Geografico Nacional.

2. Cartografia.
Hojas Topograficas.
Escala: 1:50000
Fechas: 1967 y 1989.
Institucion: Instituto Geografico Nacional.

3. Datos Numéricos.
Estratos de la imagen SPOT, K-624, J-330.
Formato: Diskettes
Fecha de toma de vista: 28-03-88
Resolucién espacial: 20 metros en modo multiespectral.
Instrumento: HRV
Numero de pixeles por linea: 1024
Nimero de pixeles por columna: 512
Nivel de tratamiento: 1B, con calibracion radiométrica. Con correcciones geométricas
ligadas a las deformaciones introducidas por el sistema (rotacién de la tierra, efecto
de panoramica).
Bandas espectrales:
Canal

XS1 de 0,50 a 0,59 um  (Verde)

XS2 de 0,61 a 0,68 um  (Rojo)

XS3 de 0,69 a 0,89 um  (Préximo infrarrojo).



72 E. HERNANDEZ

3.2 Métodos

En la elaboracién de este trabajo se siguieron las siguientes etapas:

1. Definiciéon de la Zona de Estudio. Debido a que el interés de investigacion era
trabajar una zona cafetalera, unido al cono-cimiento del terreno y la disponibilidad
de informacién cartografica, estadistica, de fotografias aéreas, de imagenes satélite,
se decidié seleccionar la zona cafetalera al norte de la ciudad de Alajuela.

2. Construccién de una base de referencia del campo. Tomando como base la
fotointerpretacién de fotografias aéreas y de un trabajo de campo realizado en 1991
se traté de hacer una contruccién lo mas fiable posible de la realidad. Esta etapa es
muy importante debido a que el tratamiento numeérico de la imagen, etapa posterior,
asi lo demanda.

3. Tratamiento numérico de la imagen. Como el nivel de tratamiento de la escena
era de 1B, se trata de llevar la escena al nivel de 2B, quiere decir, restituyéndola
dentro de un sistema de representacién cartografica, en nuestro caso, el Lambert. Se
seleccionaron puntos en las hojas topogréficas a escala 1:50000 los que debieron ser lo-
calizados en la imagen, luego se digitalizaron y se traladaron a la imagen, haciéndolos
coincidir lo méximo posible con los seleccionados en las hojas topogréaficas. Después
de obtener resultados estadisticos aceptables, se procedié a la correccién, obteniendo
un viraje de la imagen hacia la derecha, producto de su reorientaciéon respecto al
norte cartografico.

Seguidamente, se efectué una composicién coloreada de la imagen, resulta que el
captor HVR del satélite SPOT contiene tres canales correspondientes a los dominios de
longitud de onda: verde, rojo y el infrarrojo. Para efectuar este paso, es suficiente con
asignar un falso color a cada canal, esto es: al XS1 el Azul, al XS2 el Verde y al XS3 el
rojo.

La combinacién de los tres canales genera una imagen-producto que permite una mejor
delimitacién visual de determinadas coberturas de suelo no facilmente distinguibles en los
canales brutos XS1,XS2 y XS3.

La experimentacién establece que este tipo de composicion facilita la cartografia de
masas vegetales, coberturas de agua y ciudades, debido al contraste obtenido. De ahi su
gran utilidad para el levantamiento cartografico del uso del suelo.

Las coberturas con color rojo fuerte coinciden con la vegetacién verde intensa, con una
respuesta radiométrica importante en el canal XS3.

Los resultados anteriores, ligados al conocimiento del campo y la fotointerpretacion de
las fotografias aéreas, permite afirmar a priori su correspondencia con el café y en la parte
superior de la imagen con los remanentes de bosques’.

Posteriormente, se procedié a elaborar el Indice de Vegetacién, mediante esta trans-
formacién de la imagen se busca obtener una mejor discriminacién entre los suelos y la

Las imagenes correspondientes no pueden ser reproducidas en estas memorias pero serdn presentadas
durante el simposio
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vegetacién, por otro lado, se intenta reducir el efecto del relieve (pendiente y orientacion).
En nuestro caso, estos resultados son muy importantes dadas las caracteristicas de la Zona
de estudio: las condiciones del relieve de pie de monte y de montana y por encontrarnos
en una area eminentemente agricola, por lo que la descriminacion de suelos y vegetacion
resulta necesaria.

Conociendo la existencia de remanentes de bosque, el café, de pastos intensivos, entre
otros, se pretendid contrastar uno respecto a los otros para la posterior fase de clasificacion
del-uso de la tierra.

La imagen-producto presenta un contraste considerable entre los suelos cubiertos de
vegetacién y los desprovistos de ésta, como son los suelos con cobertura urbana y los
cubiertos por una vegetacion débil en contenido de clorofila, como por ejemplo: la cana
de aztucar y los pastos extensivos. Los tonos de gris claro representan los cultivos fuertes
en contenido clorofiliano y por el contrario, los més endebles aparecen con tonos de gris
mas fuerte.

Un elemento a considerar es la fecha de toma de vista del satétile, marzo de 1988,
plena estacion seca, lo que contribuyé a la imagen producto obtenida.

El Indice de Brillantez permite distinguir los suelos desnudos de acuerdo con su
naturaleza y contenido de humedad. Conociendo la fecha de pasada del satélite, las condi-
ciones climéticas imperantes y la existencia en la zona de suelos similares a los desnudos,
se procedié a hacer la transformacién. A la inversa de la imagen-producto anterior, los
elementos con mayor contenido de clorofila se presentan en tonos de gris sombra, mientras
los més débiles en contenido de clorofila se manifiestan con tonos de gris més claro. Los
elementos lineares se resaltan como es el caso de rutas y del casco urbano de la ciudad de
Alajuela.

La aplicacién del Andlisis en Componentes Principales (ACP) obedecié al interés
de explotar aun maés los contenidos de la imagen y la capacidad de sintesis de los ACP
minimizando el riesgo de pérdida de informacién.

“En teledeteccién los ACP permiten sintetizar las bandas originales, creando unas
nuevas bandas —los componentes principales de la imagen—, que recojan la mayor parte de
la informacién original” (E. Chuvieco, 1990) [2].

La imagen-producto presenta una mayor riqueza de contrastes y gradacién al interior
de cada color. Asi, la vegetacién se asocia a diferentes tonos de verde, unido a su contenido
de humedad y densidad. Los suelos se identifican con tonos rojizos, transformandose en
magenta cuando hay presencia de cubierta vegetal poco densa. La ciudad y las rutas se
observan de manera més detallada.

Posteriormente se realizé la combinacién de los nuevos canales creados, basados en la
literatura existente al respecto y la experimentacién realizada, en ese sentido se combinaron
la imagen-producto del Indice de Vegetacién (IV), mas la del Indice de Brillantez (IB) y el
canal XS3: (IV4IB+4XS3). También se hizo la operacién con los Componentes Principales
combinando los canales: (ACP1+ACP2+XS1).

En el primer caso, se logra una descriminacién de la imagen en términos de suelos
desnudos, elementos lineares y aquéllos ubicables en el nivel de respuesta radiométrica del
agua.
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En el segundo, a nivel de vegetacién resulta muy rica pues se distinguen verdaderas
zonas de cobertura importante para la definicién zonal de usos de la tierra.

4 Realizacion del mapa del uso del suelo

Para lograr esta etapa se desarrollaron las siguientes sub-etapas:

4.1 Definicién de temas a partir de fotografias aéreas

Se fotointerpretaron las fotografias aéreas disponibles correspondientes al afio de 1980,
escala 1:40000, esto unido al conocimiento del campo permitié definir las siguientes clases
de uso del suelo:

e Cultivos bajo techo blanco
e Cultivos bajo techo negro
o Café

e Cana de azicar

e Cultivos anuales

e Bosque

e Pasto extensivo

e Pasto intenvivo

e Urbano

La fecha de toma de las fotografias, febrero de 1980, en plena estacion seca, no permitio
ir més alla en la discriminaciéon de temas. En otras condiciones, quizas, otros usos se
hubieran definido mejor, pero los obtenidos se consideraron como suficientes.

4.2 Levantamiento de parcelas en la imagen

Cabe destacar que se procedio a hacer una clasificacion de la imagen de manera supervisada
en conocimiento de las limitantes que tienen las clasificaciones no-supervisadas.

De ahi que tomando como guia la fotointerpretacion, se levantaron 200 parcelas dentro
de la imagen, denominadas también parcelas de control. Para algunas categorias de uso no
fue tan complejo su levantamiento, tal es el caso del Café y del Bosque dada su descrimi-
nacién bien definida. La dificultad se presenté en la Cana de Azicar y Pasto Extensivo,
esto por cuanto en marzo (fecha de pasada del satélite) sus condiciones visuales y de re-
spuestas radiométricas son muy similares; a estas dos categorias se agrega los Cultivos
Anuales por las mismas razones, adicionandoseles los efectos de densidad de siembra y
tamarnio del follaje.
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A partir de las 200 parcelas levantadas, se realizaron los calculos estadisticos con el fin
de verificar su validez, asi, se eliminaron aquéllas con una Desviacion Estdndar elevada
para evitar efectos negativos, tanto en las estadisticas de clases y por consecuencia en la
clasificacién final. Por esta razén al final se retuvieron solamente 127 parcelas de control.

4.3 Clasificacién basada en los ACP
4.3.1 Respuestas espectrales de las clases

De una manera global, a partir de la figura de curvas espectrales de los canales ACP1,
ACP2 y XS1, se desprenden cinco perfiles radiométricos diferentes. En efecto, un primer
perfil es definido por los Bosques y el Café (Clases 1 y 5). Estas clases responden muy
fuertemente en los dos primeros canales esto es, entre 120 y 130 en el ACP1, entre 170
y 195 (ACP2) y débilmente en el canal XS1. Este comportamiento se debe al elemento
vegetal activo clorofiliano de estas dos formaciones vegetales.

Un segundo perfil estd formado por los Pastos Intensivos (Clase 4) que presenta una
fuerte respuesta en el ACP1 (160), en el ACP2 (140) y en el XS1 (70). Estas dos primeras
respuestas elevadas, pueden ser explicadas por el efecto de la humedad contenida en los
suelos desnudos como capas subyacentes de los Pastos Intensivos.

Un tercer perfil estd constituido por la Cania de Azicar, los Pastos Extensivos, los
Cultivos Anuales y lo Urbano (Clases 5,7,8,9). Estos temas tienen una fuerte respuesta
espectral en el ACP1 (entre 140 y 170) que disminuye en el ACP2 en cerca de 65 valores
radiométricos y seguidamente aumenta en cerca de 75 en el canal XS1. Este puede ser
definido como el comportamiento tipico de clases heterogéneas.

Los cultivos bajo techo blanco (3) representa el cuarto perfil espectral con una muy
fuerte respuesta en el canal ACP1 (245) que baja a 43 en el ACP2 subiendo a 110 en el
canal XS1. Este comportamiento obedece al tipo de material y color de los viveros con
una alta capacidad de reflectancia de la luz. Es similar al caso de la nieve en otras zonas
geograficas.

La clase Cultivos bajo techo negro (2), se distingue claramente, conformando el iltimo
perfil espectral cercano a 80 en el ACP1 y ACP2, con 42 valores radiométricos en el canal
XS1. Recordemos que son cuerpos con caracteristicas similares al agua, las que concentran
gran parte de la energia recibida.

4.3.2 Analisis de la matriz de confusion de clases

De acuerdo a la Matriz de confusion (Tabla 1) que se presenta a continuacién, en efecto, de
las nueve clases definidas al principio, 7 presentan porcentajes de pixeles bien clasificados
entre un 74% y un 99%, vale decir las clases 1,2,3,4,5,6 y 7. Solamente los Cultivos
anuales y lo Urbano que presentaron resultados poco elevados del orden del 32% y 52%
respectivamente bien clasificados.

En el caso de los Cultivos anuales es completamente entendible, toda vez que la Matriz
presenta un porcentaje del 34.5% de pixeles confundidos con la Cafia de Aztcar, la que a
su vez se confunde con Pastos Extensivos en un 20%.
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Para una mejor interpretacion de la imagen-producto de la Clasificacién del uso de la
tierra en los canales ACP1, ACP2 y XS1, se elaboré la Tabla 2, que incorpora los criterios
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 | R
1884 0 0 ©0 0 11,6 0 0 0 |oO
2/ 0 93 0 0 0 0O 0 0 0 |37
3/ o 0 70 0 0 0 0 0 0 |24
40 0 0 97 0 04 O 0O 0 |09
500 0 0 0 86 07 52 49 36| 0
6(235 0 0 0 0O 79 0 0 100
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8 0 0 0 45 345 0 2 318 73 (1,8
9/ 0 0 0 45 55 21 154 154 52448

Fuente: Herndndez, E. 1992 [8].

Tabla 1: Matriz de confusién de clases en los ACP1,ACP2 y el canal XS1

Resultado en extension de la clasificacién de los ACP

Nombre

Bosque

Cultivos bajo techo negro
Cultivos bajo techo blanco
Pastos Intensivos

Cana de Azicar

Café

Pastos Extensivos
Cultivos Anuales

Urbano

Pixeles no clasificados

%

6.30
0.81
0.18
10.99
8.85
41.44
2.79
5.56
7.59
15.48

Interpretacion visual de la clasificacién

para la identificacién visual de la imagen.

5 Reflexiones metodoldgicas a partir de los resultados de la

matriz de confusion de clases

Es importante destacar en tanto que trabajo de aplicacién tematica, que los resultados
de la matriz de confusién pueden permitir hacer algunas precisiones a nivel metodoldgico.

Entre ellas tenemos:
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Temas Color Forma Tamano de | Textura Localizacién
unidades

Cultivos bajo Gris Cualquiera Pequena Homogénea Norte y en medio

techo blanco

Cultivos bajo Azul Cualquiera Pequenas Muy homogéneas | Norte y suroeste

techo negro y medianas

Café Verde claro Cualquiera Grandes Homogénea Medio y sureste
y medianas

Cafia de azicar | Café Cualquiera Pequenas Homogénea Medio y sur
y medianas

Cultivos Beige Cualquiera Pequenas Homogénea Sur

anuales

Bosque Rojo Cualquiera Medianas Homogénea Norte y noreste
y medianas

Pasto Gris sombra Cualquiera Pequenas Homogénea Medio y sur

Extensivo

Pasto Anmarillo palido | Cualquiera Medianas Homogénea Norte y noreste

Intensivo y medianas

Urbano Rosado Irregular y lineal | Grandes Heterogénea Sur y suroeste

techo negro y medianas

Fuente: Idem.

Tabla 2: Criterios para la identificacion visual de la Imagen de Uso de la Tierra a partir
de los ACP y el Canal XS1.

1. Que la naturaleza de los resultados depende de factores propios de la clasificacién
utilizada, en este caso de indole supervisada.

2. La rigurosidad de las etapas que implica una clasificacién supervisada, como por
ejemplo la construccién de la base de referencia del campo, asi como el levantamiento
de parcelas de control en la imagen insidira de forma importante en los resultados.

3. Las estadisticas individuales de parcelas, su aceptacién o no influird en los mismos.

4. Laexperiencia indica que las parcelas levantadas en limites de diferentes usos conlleva
a la mezcla de pixeles definidos con indefinidos, alterando los resultados.

5. El nivel de detalle de los productos visuales (mapas) y su aplicacién practica deter-
minard la aceptacion o no de los resultados. Tal es el caso de las clases: Cultivos
anuales (No. 8) y Urbano (No. 9). En tal situacién, la combinacién con una imagen
tomada en una fecha diferente podra distinguir de manera mas evidente.

6 Conclusiones
e Este trabajo de aplicacién demuestra la complementariedad e interés de los métodos

tradicionales y modernos para el estudio de los Recursos Naturales y en particular
la dindmica del uso de la tierra.
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La integracion de la informacién exterior a la imagen es necesaria en funcién del tipo
v la calidad de la clasificacién a obtener.

Para este trabajo, el tratamiento numeérico se realizé6 con el Programa de com-
putacién Multiscope, la utilizacién de otros programas permitird quizas otro tipo
de tratamientos que enriquezcan lo realizado.

La seleccién de parcelas al interior de clases heterogéneas exige un trabajo més a
profundidad en el futuro.

Un trabajo en el terreno méas detallado serd necesario para la obtencién de mejores
resultados a nivel estadistico y por tanto, una mejor cartografia.
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ALGORITMO DE ORDENAMIENTO DE COMUNICACIONES
EN TIEMPO REAL EN UNA RED DE CAMPO(FIP) BASADO
EN TECNICAS DE CLASIFICACION
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Resumen

Se presenta el problema de ordenamiento de comunicaciones en tiempo real de
una red de campo utilizada para la automatisacion industrial, el analisis es basado en
particular sobre la arquitectura FIP. Se muestran las limitaciones de las metodologias
actuales de ordenamiento y se propone un método basado en una técnica de clasi-
ficaciéon automatica. La me’todologia propuesta es analizada para mostrar algunas
caracteristicas sub-optimales del método propuesto. A pesar de ser sub-optima la
solucion es interesante por su baja complejidad y sus resultados satisfactorios.

Palabras clave: ordenamiento de comunicaciones, red de campo FIP, divisién de tareas,
clasificacién, varianza minima.

1 Introduccion

El control de los sistemas modernos de produccién reposa en la utilizacion de redes de
campo (fieldbus) para la comunicacién y coordinacién de los diferentes elementos de un
sistema. Particularmente en Europa, la red de campo més utilizada estd basada en el
estandar francés FIP (Flux Information Processing) [1]. Aplicaciones de esta red de campo
incluyen por ejemplo el control de plantas de generacién de energia eléctrica [2].

En este contexto, es muy importante asegurar que las comunicaciones necesarias entre
los equipos que componen el sistema bajo control sean realizadas dentro de ciertas restric-
ciones temporales. El intercambio de mensajes debe ser organizado de tal manera que
tanto las restricciones temporales como las dependencias entre los acciones del sistema
controlado sean respetadas.
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La teoria alrededor del ordenamiento en tiempo real estd basada principalmente en el
andlisis de las situaciones en el peor de los casos (“Rate Monotonic”, “Earliest Deadline
First”). Sin embargo, las caracteristicas de la red de campo analizada FIP (una organi-
zacién multiciclo sobre una red de bus estilo ETHERNET) estdn mejor adaptadas para
un ordenamiento basado en un balance de cargas en cada ciclo.

Con base en esta reflexion, consideramos que una solucién adecuada a las caracteristicas
del ordenamiento de comunicaciones en una red de campo FIP, puede estar basada en
técnicas de clasificacién automética de datos [5], ya que estas técnicas pueden adaptarse
para considerar criterios de clasificacién bien definidos; en el caso de FIP, cada tarea estaria
caracterizada por su tiempo de transmisién (o duracién) y es posible balancear las cargas
de cada ciclo intentando mantener un minimo en la varianza de las cargas.

2 FIP (Flux Information Processing)

2.1 Arquitectura FIP

La arquitectura de una red FIP (Flux Information Processing) consiste en un conjunto de
sitios conectados por medio de una red tipo ETHERNET, tal que el acceso a la red esta
controlado por una estacién privilegiada llamada Arbitro de Bus (Bus Arbiter o BA)
(ver figura 1). La estaciéon BA consulta una tabla de escrutaciéon o de muestreo organizada
en micro-ciclos (que en adelante denotaremos pciclos), los cuales se ejecutan de manera
repetitiva. Al conjunto de uciclos se le llama un macrociclo. En la figura, por razones
de espacio, esta ilustrado el funcionamiento de FIP el cual serd detallado posteriormente.

ARBITRO
de BUS

ID_DAT(7;) (1)

OV @ (35\v

RP_DAT(TZ‘, data,-) RP_DAT(TZ, data,-)

Ti
SITIO SITIO
PRODUCTOR COMSUMIDOR

Figura 1: Arquitectura FIP: conexiones de las estaciones

La arquitectura de comunicacién de FIP es una arquitectura con tres capas (figura 2):
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e la capa de aplicacién (application layer), esta capa ofrece a los procesos de usuario
el acceso a los datos (llamados tareas) relativos al proceso fisico. Un proceso puede
ser productor y/o consumidor de tareas, cada tarea tiene un solo productor y uno o
varios consumidores.

e la capa de ligamen de datos (data link layer), que provee a la capa de aplicacién
los servicios que permiten la actualizacién de los datos (servicio de transferencia de
buffers).

e la capa fisica (physical layer): esta capa define los requerimientos fisicos y eléctricos

de la red de comunicacién (ya sea un par de hilos —twisted pair— o una fibra éptica).
La seleccién del medio fisico determina la velocidad de los intercambios de datos.

C usuario ) procesos de

usuario

Capa aplicacion

interface de
Capa de ligamen de datos comunicacion

Capa fisica

—_—

bus

Figura 2: Capas de las arquitectura FIP

La estacion Arbitro de Bus tiene la la visién global de todas las tareas, que en adelante
denotaremos 7;. La estaciéon BA difunde periédicamente marcos de demanda (“request
frame”) ID_DAT(7;)(1). La estacién productora de la tarea 7; envia el marco de respuesta
(2) (“response frame”) RP_DAT(7;,data;) con el valor de la tarea data;, el cual es con-
sumido por todas las estaciones consumidoras de la tarea 7;(3). Estas funciones estén
ilustradas en la figura 1.

2.2 Ordenamiento en tiempo real FIP

Al tipo de organizacién de intercambio de mensajes utilizado en FIP se le conoce como
macrociclo, cada uno compuesto por varios pciclos (ver figura 3).

Un pciclo es la unidad minima en que se puede dividir un macrociclo. A su vez, los
uciclos estaran formados por una lista de tareas.
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Cada tarea 7; tiene asociado un periodo p;. El periodo de un puciclo estd dado por:

P,uciclo = MCD{p;}

donde {p;} es el conjunto de periodos de las tareas 7; del pciclo; el periodo de un macrociclo
esté definido por:

Phacrociclo = mcm{pi}

donde {p;} es el conjunto periodos de las tareas 7; de los puciclos del macrociclo.

En la practica es importante evitar que los periodos de las tareas sean dados por
numeros primos, ya que esto implica un incremento en el tamano de la tabla de muestreo,
que puede resultar dificil de manipular.

pciclo 1 uciclo 2 uciclo k

Figura 3: Estructura de un macrociclo

Cada pciclo estd organizado como se muestra en la figura 4. En cada pciclo existen
una ventana periodica, para dar servicio a los mensajes de operacién normal del sistema, y
una ventana aperidodica que permite responder a los eventos de excepcion generados por el
sistema (alarmas, sobrecargas, fallas de equipo,...). Las dos siguientes partes de cada uciclo
permiten asegurar que los mensajes han sido generados en el instante correcto (status de
refresco y actualidad), la ltima parte del puciclo son bits de relleno (“bourrage”).

ventana ventana status de bits de

periddica aperiédica refresco actualidad relleno

Figura 4: Estructura de un microciclo

Un problema central en la utilizacién de una red de campo FIP, es la capacidad de
generar un ordenamiento de las acciones a efectuar (intercambio de mensajes entre las esta-
ciones conectadas a FIP). En FIP el ordenamiento debe asegurar que en cada pciclo exista
tiempo suficiente para responder tanto a las demandas periédicas como a las aperiédicas
del sistema bajo control. La estacion BA administra este ordenamiento de acuerdo con una
tabla de muestreo predefinida, organizada como una secuencia de uciclos —el macrociclo—
que se repite indefinidamente (cyclic scheduling).

2.3 Trabajos relacionados

Diferentes autores han propuesto soluciones al problema de ordenamiento en tiempo real
en una red de campo, por ejemplo en [8] un método basado en la hipétesis de que todos
los mensajes intercambiados necesitan el mismo tiempo de transmisién y en consecuencia
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el mismo nimero de mensajes es asignado a cada pciclo (esto no es completamente cierto;
en el caso de un nimero de mensajes no multiplo del nimero de puciclos en el cual existen
mensajes residuales, el método original no estipula ningiin criterio de asignacién de men-
sajes), las hipétesis de trabajo de esta solucién son, a nuestro parecer, extremadamente
simplificadas. Otra solucién propuesta consiste en la utilizacién de redes neuronales [4], sin
embargo esta solucion es computacionalmente pesada y compleja para utilizar. Soluciones
fundadas en el andlisis de la peor situacién (el caso en que los periodos de los mensajes
estan en fase) han sido analizados en [9]. Este tipo de soluciones no garantiza el mismo
tiempo de respuesta para la ventana aperiédica de cada uciclo. La capacidad de respuesta
a las peticiones aperiddicas es una caracteristica esencial para el buen funcionamiento de
una red de campo [3] .

3 Nuestra solucion

La solucién propuesta en este trabajo para resolver el problema del ordenamiento en una
red de campo consiste en un algoritmo tal que, por balanceo de los mensajes en cada
pciclo segin sus tiempos de transmisién, permite asegurar el servicio a las demandas
periddicas y preservar aproximadamente el mismo tiempo de servicio en cada pciclo para
las demandas aperiédicas. Mas aun, este algoritmo permite una detecciéon temprana de
eventuales problemas de ordenamiento (el establecimiento de las restricciones temporales
de una aplicacion es una tarea dificil e importante [11]).

3.1 Hipdtesis y definiciones

Una tarea peridédica 7; es definida por:

e su tiempo de transmision o duracion c; (en la teoria cldsica de tiempo real este
parametro es conocido como tiempo de célculo),

e su periodo p;, definido como el intervalo de tiempo entre la ocurrencia del mismo
mensaje, y

e su tiempo limite de terminacion o deadline d;.

Dadas las caracteristicas del problema, consideramos que para cada tarea 7; su tiempo
limite es igual a su periodo, es decir d; = p;. Sin embargo, los tiempos de transmision de
cada tarea pueden variar.

Llamaremos carga de un puciclo p; la suma de los tiempos de transmisién de las tareas
que lo forman, y la denotaremos o;:

05 = E C;
Ti MG

El objetivo es que los k uciclos p1, po, ..., ur de un macrociclo tengan un balance en
sus cargas, es decir que las cargas sean lo mdas parecidas entre si, para que las ventanas
aperiédicas de los uciclos sean aproximadamente de la misma longitud.
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Estadisticamente, este objetivo se puede formalizar de distintas maneras. Sean n el
numero de tareas que se quieren balancear y k el nimero de puciclos, entonces el problema
planteado es equivalente a distribuir las n tareas en k clases tales que las cargas sean lo
mas parecidas entre si, o bien, dicho de otro modo, se quieren obtener k clases cuya suma
de elementos (cada uno descrito por una tnica variable estadistica) sea lo mas homogénea
posible.

El objetivo de balancear las cargas, se puede caracterizar de diferentes maneras. La
mas inmediata, desde un punto de vista estadistico, seria tratar de que todos los uciclos
(las clases) tengan una carga con desviacién minima hacia la carga promedio, dada por la
media &, donde

1 k
7j=1

Es bien sabido que este objetivo se puede alcanzar al tratar de minimizar la varianza
del conjunto de las cargas:
V =var{oy,09,...,0%}

Ahora bien, eventualmente podrian usarse otras medidas para medir el promedio de las
cargas (por medio de la mediana, la media de los valores extremos, . ..) o bien la dispersion
alrededor de este valor (desviacién media, desviaciéon mediana, desviacién cuartil, ...)
[10]. Cada una de estas medidas de tendencia central y de dispersién tiene sus virtudes
y defectos. De momento, usamos las anotadas anteriormente por sus ventajas desde el
punto de vista computacional, a sabiendas de que tienen ciertos defectos desde el punto
de vista de la robustez. En el futuro, se piensa hacer simulaciones cambiando las medidas
de tendencia central y de dispersién para estudiar la calidad de la metodologia propuesta
en diferentes casos.

3.2 Algoritmo propuesto

La metodologia que proponemos trata de minimizar el criterio V mediante un algoritmo

que proceda paso a paso, asignando las tareas a una clase de una sola vez, teniendo en

cuenta que se quiere un algoritmo con una complejidad del menor grado posible.
Nuestro algoritmo trabaja como sigue:

1. El paso inicial es verificar las condiciones globales de ordenamiento, basadas en el
factor de utilizacién del recurso:

n
U=> c/pi<l
i=1

Si esta condicién no es satisfecha, el usuario es informado y el algoritmo detenido.

2. Las tareas son divididas de acuerdo con su periodo p;: es decir se forman m grupos
S1,82 ..., S™ de tareas tales que dos tareas 7;, 7 pertenecen al mismo grupo S* si
tienen mismo periodo: p; = py/

3. Cada grupo S* es particionado en k clases de acuerdo con el siguiente procedimiento:
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(a) ordenar las tareas pertenecientes a S* de manera descendente segiin el tiempo
de transmisiéon c¢;;

(b) las primeras k tareas son asignadas a cada una de las k clases, denotadas
Cf ). - .,Cﬁ; la carga de cada clase o; es el tiempo de transmisién c; de la tinica
tarea que por el momento le pertenece;

(c) para la siguiente tarea 7; ain no asignada, escoger la clase C’f tal que su carga
0j sea menor y asignar la tarea a esta clase; calcular la nueva carga de C’f como
0 + ¢

(d) reiterar el paso anterior hasta que todas las tareas hayan sido asignadas a alguna
clase.

4. Cada vez que una particion es generada, las condiciones de ordenamiento en cada
pciclo son verificadas para asegurar que el ordenamiento es factible:

U= > ci/pi<1

TiESe

Si estas condiciones no son satisfechas el usuario es informado y el algoritmo detenido.

5. El algoritmo es iterado a partir del punto tres hasta cubrir todos los grupos S*
generados.

El ordenamiento asi generado constituye la tabla de muestreo que puede ser ejecutada
de manera repetitiva por la estacion BA.

3.3 Complejidad

El algoritmo propuesto tiene una complejidad, en el peor de los casos, en O(mnlogn),
donde n es el nimero de tareas y m el nimero de diferentes periodos.

Se puede apreciar, de acuerdo con la descripcién del algoritmo dada anteriormente, que
tanto el primer como el segundo paso son lineales en n. Para efectuar el tercer paso, se
recorren los m grupos S¢ y se ordenan sus elementos; esta operacién de ordenamiento tiene
complejidad n log n (si se usa un algoritmo eficiente, como el quicksort o el heapsort) ya que
n es el nimero méximo de elementos que posee cada grupo y, por su parte, la operacién
de asignacion es lineal en el nimero de elementos del grupo. El factor m aparece ya que
el paso 3 se repite para cada periodo. Finalmente, le verificaciéon del paso 4 también es
lineal en m.

Hay que mencionar que el problema que estamos tratando es un caso general de uno de
los famosos problemas NP-duros. En efecto, supdngase que se quiere hacer la clasificacién
de los tiempos de transmisiéon en sélo dos clases de cargas o1 y o2 lo més parecidas
posible (criterio que es proporcional a la varianza). En este caso simplificado, se puede
establecer el criterio como la minimizacién de la diferencia entre oy y o3. Pues bien,
este es precisamente el llamado problema NPP (Number Partitioning Problem) [6]. Para
la resolucién de este problema no se conoce algoritmo polinomial, y se han planteado
heuristicas que implementan técnicas globales de optimizacion como el sobrecalentamiento
simulado y los algoritmos genéticos [6, 7).
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3.4 Optimalidad

La metodologia propuesta no necesariamente obtiene el éptimo del criterio V. Hay que
notar que tal criterio seria exactamente cero inicamente en el caso en que la carga de cada
pciclo sea la misma, en cuyo caso todas las clases generadas tendrian la misma carga que
seria igual a la carga promedio. Este caso extremo es dificil que se presente en la practica.

Ahora bien, con una configuracién ordenada de tareas cualquiera, la metodologia prop-
uesta lo que trata es de minimizar la varianza haciendo una sola asignacién para cada tarea.
Asi, el procedimiento presentado en el paso 3 asegura esta minimizacion.

En efecto, supdéngase que para el f-ésimo periodo, en un paso dado del algoritmo se
tienen formadas las clases Cf,C%, ... ,Cﬁ por la asignacién de las primeras ¢ — 1 tareas, y
queremos buscar la clase en la cual asignar la tarea 7;. Denotemos con jy el indice de la
clase a la que serd asignada ;.

Como antes, denotamos o1, 09, ..., 0k las cargas de cada clase antes de la asignacién de
T,y 01,09, ...,0; las cargas después de la asignacién de 7;, ademds ¢ y ¢’ son los respectivos
promedios. Asi, con la asignacién de 7; solamente la clase de indice jy modifica su carga,
por lo que se tiene:

Vi#jo o = oj
/

0,0 = 0,16

Al calcular el criterio V después de la asignacion, se tiene:

k
var{o},..., 0.} = %2[09]2_[5/]2
j=1
1/, ) 1, & 2
= E(ZO-J+(O-J0+CZ))_(E(ZO_]+O-]0+CZ))
j];jlo j];jlo
LI 5 2 1< 2
= E( Z o5 + 05, + 20j,¢; +ci) - (E(Zaj +c,~))
Jj=1 j=1
J#30

1 1 1
= 1207+ Qo+ ) = (04 z)

j=1 F
1 1 2 1
= 7 Z ajz -2+ E(2‘7joci + 622) — Eéci — ﬁcf
j=1
1 k-1 _
= var{oy,...,0k} + 7 ioCi + E(TC? —25¢;)
Obsérvese que var{oq,...,o0x} es el valor del criterio antes de la asignacién de 7; a

alguna clase y que la suma %(k—;lclz —24¢;) no depende de la asignacién que se haga, sino

solamente de los valores del tiempo de transmision ¢; y de la media . Por lo tanto, al hacer
la asignacién de 7; a alguna clase de indice jy, para minimizar la varianza var{o?, ..., o0} }
el valor minimo se obtendra cuando el término %O‘jOCi sea minimo, esto es, cuando o, sea
minimo. Este es precisamente el procedimiento propuesto por el paso 3 del algoritmo.
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Ejemplo: Supdngase que, para un periodo dado, se tienen los siguientes tiempos de
transmisién para 5 cargas: 1, 6, 4, 6 y 7. De acuerdo con la metodologia propuesta, para
obtener dos clases con cargas balanceadas nuestro algoritmo haria lo siguiente:

e en primer lugar, ordenaria los tiempos de transmisién: 7, 6, 6, 4, 1;

los dos términos mayores formarfan las clases iniciales: {7}, {6};

e luego se asigna 6 a la clase con carga menor: {7}, {6,6}; asi las cargas serian o1 =7
y o2 = 12;

e enseguida se asigna 4 a la primera clase, que quedaria con carga o1 = 11;

finalmente, se asigna 1 a la primera clase, obteniéndose la clasificacién {7,4,1}, {6,6}

De esta forma, obtnemos dos clases con cargas iguales a 12.

Obsérvese de paso que 12 es igual a (1 + 6+ 4+ 6+ 7)/2, es decir a la suma de los
¢; entre el nimero de clases K = 2. Si denotamos ¢* a este valor, entonces se puede
plantear que el objetivo es obtener clases cuya carga sea lo mas cercana a o*. Siguiendo
este razonamiento, nos ha sido sugerido por el Dr. S. Labréche el siguiente procedimiento
que reemplazaria a nuestro paso 3:

a) asignar las primeras tareas (no necesariamente ordenadas) a la primera clase;

b) si alguna tarea hace que la carga de la clase sobrepase ¢*, entonces se pasa a la
siguiente tarea, hasta haber recorrido todas las tareas;

c) repetir los pasos (a) y (b) para todas las clases y todas las tareas no asignadas;

d) asi se obtienen las k clases pero puede haber algunas tareas aun no asignadas: pro-
ceder a hacer transferencias de tareas entre las clases (como en los algorimos clésicos
de transferencias en clasificacién automatica) minimizando en cada paso la varianza
de las cargas y tratando de asignar las tareas aun no asignadas, hasta obtener una
particién que no sea modificada por ninguna transferencia

Es posible que este procedimiento dé resultados mejores que los de nuestro algoritmo,
sin embargo un breve vistazo a la descripcién anterior muestra que la complejidad se
elevaria considerablemente. En efecto, si bien es cierto que los tres primeros pasos son en
complejidad O(nk), no hay ninguna cota polinomial para el nimero de transferencias a
efectuar hasta obtener la estabilidad en el paso (d).

De cualquier forma, la comparacion entre los dos procedimientos aun debe efectuarse
mediante simulaciones.

Para terminar, podemos ilustrar el hecho de que nuestro algoritmo no es optimal
mediante un ejemplo:
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Ejemplo: Si se tienen los siguientes tiempos de transmisién: 8, 8, 6, 5 y 5, entonces
nuestro algoritmo harfa la siguiente clasificacién en dos clases: {8,6} y {8,5,5}, con cargas
respectivas 01 = 14 y 09 = 18. Ahora bien, la clasificacién {8,8} y {6,5,5} darfa cargas
totalmente balanceadas o1 = 16 y 09 = 16. Véase de paso que esta ultima clasificacion
puede ser obtenida en un solo paso por el procedimiento sugerido por el Dr. Labreche.

4 Perspectivas

Actualmente estamos efectuando los tests para estudiar la calidad de la metodologia prop-
uesta mediante simulaciones. Las medidas de tendencia central y de dispersiéon que usamos
en el criterio aqui descrito, seran variadas con el fin de determinar la que mejor se adapta
al problema estudiado. Ademds, tenemos propuesto comparar nuestro algoritmo respecto
a otros, tales como el sugerido por el Dr. S. Labreche.
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SELECCION DE METRICAS EN A.C.P. Y EN
CLASIFICACION

SATD LABRECHE*

Resumen

En este articulo, conjuntos infinitos de métricas seran definidos. Para toda se-
leccién de la métrica dentro de uno de estos conjuntos, los coeficientes de correlaciones
lineares entre las variables estudiadas y las componentes principales, la métrica en el
espacio de variables siendo fija, son invariantes. De esta propiedad, una proposicién
para la seleccién de elementos interesantes sera formulada.

Para ilustrar el interés de esta proposicién, un juego de datos es considerado.

Palabras Clave: métricas, anélisis en componentes principales, clasificacién.

Abstract

In this article, some infinite sets of metrics will be defined. For each of those met-
rics, the linear correlation coefficients between the studied variables and the principal
components are invariant. One proposition for the choice of interesting elements of
these sets will be formulated.

The results are illustrated by considering one data table.

Key-Words: metrics, principal component analysis, clustering.

1 Generador de métricas en el espacio de individuos

Aun cuando el A.C.P. esta téoricamente presente en las escuelas francofonas, con una
métrica M cualquiera sobre el espacio de individuos, en la practica generalmente la se-
leccion consiste en la métrica asociada a la matriz identidad o a la métrica diagonal de la
inversa de las varianzas. Otras posibilidades pueden ser consideradas. Este el caso si se
desea eliminar los efectos de variabilidad y de asociacién [5]. La seleccién de la métrica
de Mahalonobis cuando las variables son linealmente independientes, es adecuada para
este objetivo. La importancia de la seleccién de la métrica en Andlisis en Componentes
Principales (A.C.P) es reconocida por todos los investigadores interesados en esta técnica
[13, 1, 12, etc..]. Esta problemética también es reconocida en clasificacién [9, 7, 8].

La seleccién de la métrica en estos dos campos es el objetivo de este articulo.

*LAAS-CNRS, 7 Avenue du Colonel Roche, 31077 Toulouse Cédex, Francia
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1.1 Contexto

La tabla de datos X esta définida por un conjunto J de p variables centradas y un conjunto
I de n individuos. El término general X (i,j) de X es el valor tomado por la j-ésima
variable sobre el i-ésimo individuo. N, = {z; ; i = 1,...,n} es la nube de puntos en el
espacio de individuos F = IRP, x; es la transpuesta del ¢ ésimo vector fila de X.

El espacio F tiene una métrica cualquiera, denotada M, y el espacio F' = IR™ de variables
esta provisto de la métrica diagonal de pesos {u; ; i = 1,...,n}, denotada D.

1.2 Definicion

El génerador de métricas définido enseguida es de alguna manera la extensiéon del gener-
ador espectral propuesto por el Profesor Y. Schektman y desarrollado por su equipo de
investigacion [5]. El generador espectral esta definido por: M(vy) = ?:1 v(j)uj fuj, donde
{uj ; 7 =1,...,p} es el conjunto de vectores propios ortonormados de la matriz V, de
varianzas-covarianzas de las variables {X7 ; j =1,...,p} (rangV, = p).

Sea {(\j,¢j,C7); j=1,...,s} el conjunto de elementos principales del A.C.P. del triplete
(X, M, D), donde s = rangX y c; [resp. C7] es el vector principal [resp. la componente
principal] asociado al momento principal no nulo A;. Los momentos principales son orde-
nados en forma decreciente (Ay > ... \; > ... > Ag).

El conjunto de vectores principales puede completarse por una base {¢; ; j =s+1,...,p}
del nicleo de V, M tal que el conjunto B = {¢; ; j = 1,p} sea una base M-ortonormada
de F.

Para toda mfrica M, un conjunto (Mjs) de métricas es asociado, estas métricas son
definidas por My = {M(~),v € (IRP)*}, con:

- M(y)=M C D, 'CM,

- C es una matriz p X p de la cual la j-ésima columna es el vector c¢; de la base B,
- la j-ésima componente v(j) del vector « es estrictamente positiva,

- D, es una matriz diagonal D (j,j) = v(j)-

Inspirandose directamente de la seleccion de métricas diagonales dada por B. Escofier y
J. Pages [4, p. 58], justificamos nuestra seleccién por el hecho que las v(j) ponderan
la influencia de cada componente principal C7 en el célculo de las distancias entre los
puntos del espacio de individuos. En efecto, si consideramos dos puntos asociados a dos
individuos, tenemos:

s

lri = zirll3yy = Do(CTGE) = CUD)) ] M (D (CV(0) = CU(i))ey]
j=1
= > DI 6 - @)
j=1

Denotando I, la métrica usualmente asociada a la matriz unidad de orden p, tenemos la
propiedad:
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Propriedad 1
a) M pertenece a Myy.
b) La suma de dos elementos de Mys es un elemento de M.

¢) La multiplicacion de dos elementos de My, est un elemento de My,. La multipli-
cacion en M 1, €s commutativa.

d) La inversa de todo elemento de Mi, es un elemento de My,. Asi que todas las
potencias negativas.

e) Vp (cuando s = p) es un elemento de My, .
Demostracion:

1) Sea M; un elemento de My, asociado al vector v de componentes iguales a 1:
Vej, ¢; € B ,Mic; = Mcj. Como {c; ; j =1,p} es una base de E, se deduce que
M = M;. De donde M € My,.

2) Las demostraciones de las aserciones b), ¢) y d) son féciles. Es suficiente factorizar
y tener en cuenta para M = I,,, debido a que la matriz C' es una matriz ortogonal

(‘cC = 1).

3) Si M =1,y si s =p, entonces V,, puede descomponerse de la siguiente manera:
Ve =Y \j¢j 'ej = CD, 'C, ~(j) = \j, Vy es en consecuencia elemento de My . =

1.3  ACP del triplete (X, M(y), D)

Los elementos principales del A.C.P. del triplete (X, M (), D) se deducen de los del A.C.P.
del triplete (X, M, D) después de algunas operaciones elementales. Los ejes principales
son invariantes y los coeficientes de correlacién lineal entre las componentes principales y
las variables X7 son independientes del vector 7.

Si denotamos {()\;7, c}’, Cﬁ,) ; j =1,s} el conjunto de elementos principales del A.C.P del
triplete (X, M(v), D), tenemos la siguiente propiedad:

Propriedad 2\ = v(j)A\;; ¢/ = ()] 7ei O = [())ECH  p(Xk, CY) =

p(X*,C7), donde p(X*,C7) es el coeficiente de correlacion lineal entre la variable X*
y la componente principal C7

Demostracion: Los vectores c;-y sont M (y)-ortonormados, en efecto:

IM(y)c), = WGIGDTZ ey Dyeyr = )Y T2 ()55 = 85,

donde e; es el j-ésimo vector de la base canénica de IRP y 0 es el simbolo de Kronecker.
Por un lado, tenemos:

V,M()é) = VMCOD, 'CMp(j)] ¢ = [1(j)] 2VaMCD\Dse;
YD)~ FVaMey = Ay ()e]
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y por otro lado, utilizando la férmula de paso de las componentes principales, obtenemos:

XM()d] = B() EXMCD, 'CMe; = [1(5)]37(j) X MCe;
— WG)EXMe; = [1(j)]2C7 = CI

De la definicion del coeficiente de correlaciéon, se deduce:

; C Xk CJ txkpDcy
p(X5,05) = wXhG) XD
\/Var Xk XFk) Var(C’ C?) | X*][plIC5 D
N3 txk J tyk g _
- BOR XD D)
WEIXEplCip  IX*plC ]l
Observaciones:

1. El conjunto {)\7 ; 7 =1,p} de momentos principales no es necesariamente ordenado.

2. Segun el valor de y(j), la nube de puntos es “comprimida” o “dilatada” a lo largo del eje
principal A; engendrado por el vector principal c;.

Propriedad 3 Para todo vector A de componentes no nulas de [IRP]", ewiste al menos
un elemento M () de My tal que la j-ésima componente del A es un momento principal
del A.C.P. del triplete (X, M(v), D). Ademas el eje principal asociado puede ser escogido
en el conjunto {A; ; j=1,...,s}.

AQ) -
.z . . si 7<s
Demostracién: Si escogemos el vector « tal que: v(j) = { )‘Jo ] )= entonces,
> si no

segun la propiedad anterior, A(j) es un momento principal. Si se quiere que el eje principal
Aj; sea asociado a la componente A(k), basta tomar: v(j) = A(k)/A;, paraj <s. ®m

Notas importantes:

1. Esta propiedad da bastante libertad en A.C.P. Esta libertad puede no tener interés, porque
se pueden valorizar dos ejes principales que expliquen porcentajes de inercia tan elevados
como se desee, sin tener necesariamente un buen resumen sobre las variables (correlaciones
débiles entre las componentes principales asociadas y las variables a explicar). Algunas
selecciones razonables serdn propuestas méas adelante.

2. Una propiedad equivalente ha sido demostrada por M. Maurin [12] que se resume asf:
Para todo vector A de [IRP]* (rang(V,) = p), existe un conjunto Q de métricas @, tal que
las componentes de A estén asociadas a los momentos principales del A.C.P del triplete
(X,Q, D). Las métricas @Q estdn dadas por la férmula siguiente: Q = Vx_%BDA tBVI_%,
donde B es una matriz ortogonal (B 'B = ‘BB =1I).
Se muestra facilmente que QZMV;L

1.4 Proposicién: Seleccion de métricas en My,

Los célculos de coeficientes de correlaci’on lineal entre las variables a explicar y las com-
ponentes principales, juegan un papel importante en la interpretacion de los resultados
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del A.C.P. Ellos nos permiten dar significacién a las componentes principales y hacer ev-
idente el rol de las variables interesdndose en las mds fuertes en valor absoluto [13, pp.
172-173]. Este es uno de los procedimientos propuestos por Saporta para interpretar los
ejes principales.

El interés principal del A.C.P. es la reduccién de la dimensién del espacio de los individuos
(E = IRP), del cual no existe un método riguroso para determinar el nimero de ejes a
retener. El uso normal es de escogerlo tal que el sub-espacio principal asociado explique
un porcentaje de inercia elevado [3, pp. 185-186].

A partir de la propiedad y la nota precedente, se pueden encontrar métricas tales que el
porcentaje de inercia explicado por el primer eje principal sea superior a 99 % sin que
ninguna variable esté bien correlacionada con la componente principal asociada, lo qur
haria que la interpretacién de los resultados sea dificil y sin interés.

Las correlaciones anteriores son constantes para toda seleccién de M en M, ellas guiaran
nuestro desarrollo. Para visualizar bien a los individuos sobre los planos significativos
(porcentaje de inercia elevado y correlaciones fuertes), se puede escoger el vector A tal que
la razén [A(1) + A(2)]/3 A(k) sea importante y asociar a los momentos principales A(1)
y A(2) dos ejes principales correspondientes a dos componentes principales fuertemente
correlacionadas, con un cierto nimero de variables a explicar.

2 Ejemplo de ilustracién

2.1 Tabla de datos: Iris de Fisher

El juego de datos es una tabla cldsica utilizada por la primera vez por R. A. Fisher
[6]. Desde entonces diferentes investigadores la han utilizado para probar procedimientos
estadisticos [15, 7, etc...]. La tabla estd formada por ciento cincuenta (150) individuos
y cuatro variables (4). Los individuos son flores provenientes de tres especies diferentes
(cincuenta (50) flores por especie). Los individuos tienen todos el mismo peso D(i,i) =
1/150.

2.1.1 A.C.P del triplete (X, 14, D)

Los porcentajes de inercia explicados por los ejes principales del A.C.P. del triplete (X, 14, D)
asi como los coeficientes de correlacion lineal entre las variables y los componentes princi-
pales estan repectivamente las tablas 1 y 2.

Aq Ag Az Ay
92.56 | 5.21 | 1.696 | .5369

Tabla 1: Porcentaje de inercia explicado por cada eje principal

La figura 1 representa la proyeccién ortogonal de la nube N, sobre el plano principal (1,2)
engendrado por los vectores principales c¢; et cs.
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X x2 | x3 ] Xx¢?
Cl] 897 [ -.400 | .998 | .967
C? | .390 | .824 | -.046 | -.050
C31-2011] .385 | .013 | .194
C*| .060 | -.110 | -.043 | .156

Tabla 2: Tabla de correlaciones

t

. +
"u' >s<>§Pk & —b% NS +

. ::.'._:'«' # ﬁ* X, %_1__—1'_-"“11‘—1-

x W —I_i_f‘
S

x

Figura 1: Plano principal (1,2) para la primera métrica

2.2 Otra selecciéon de métrica

La figura 1 revela una estructura de tripletes de puntos en dos clases bien separadas. Este
no es el caso para toda seleccién de M en My,. En efecto, sea A el vector de (IRP)* de
componentes (100,100, 1,1), y se le asocia un elemento M(vy) de My, tal que :

O L TORE LT TR L

(100,100,1,1) son entonces los momentos principales del A.C.P del triple (X, M(v), D).
La figura 2 representa la proyeccién M (y)-ortogonal de la nube N, sobre el plano principal
(1,2) engendrado por los vectores principales ¢| y cj.

El plano principal (1,2) explica 99% de la inercia total. A pesar de este gran porcentaje
de inercia explicado, ninguna estructura de clases es revelada por este plano.

2.3 Resultados de la clasificacion

Para toda particiéon P = {P(k) ; k=1,...,q} de I en q clases, la inercia interclases de P
se escribe:

B(P)=Y_ BIP(k)] =) n(k)GCklis
k=1 k=1

donde B[P(k)] = u(k)||Gkl3;, (k) = >icp(k) Mi €s el peso de la clase P(k) y Gy =
ﬁ > icp(k) 1i; es el centro de gravedad de la clase P(k).
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Figura 2: Plano principal (1,2) para la segunda métrica

Sea Y la matriz n x g de las indicatrices asociadas a las clases de la particion P. El término
general de Y es:

. 1 siie P(k
Y(Z’k):{O si no "

Se tiene entonces una nueva expresion de la inercia inter-clases:
B(P) = Traza[( Y DY) ' W DXM 'XDY = Traza[x*Vye MV,

donde V,; es la matriz de covarianzas entre las variables {X7; j=1,...,p} vy las indica-
trices {Y*; k =1,...,q}, porque las variables X7 son centradas. x? es la matriz diagonal
de las inversas de los pesos de las clases.

El problema de clasificacién no jerdrquica consiste en buscar en el conjunto P, las parti-
ciones de I en ¢ clases, una particién P, que maximice B(P). Una particién tal P, serd
llamada éptima. Nétese que este problema puede tener varias soluciones distintas.

2.3.1 Primer caso: M = I,

Las particiones optimales en dos (2) o tres (3) clases son aproximadas por una variante
[10] del algoritmo de reasignacién por transferencias [14].
Por cada nimero de clases, dos aplicaciones son efectuadas:

e en la primera, la particion inicial es construida al azar,

e en la segunda, la particién inicial es construida a partir de especies de flores y de la
estructura revelada por el plano.

— Cuando q es igual a dos, las 50 primeras flores forman la primera clase y la otra
estd formada por las 100 restantes. Esta particion es la misma obtenida por
Friedman [8].

— Cuando q es igual a tres, cada clase estd formada por las flores de la misma
especie.
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En los dos tratamientos, por cada nimero de clases la particién obtenida es la misma.

La tabla 4 resume los resultados numeéricos, donde QP (P) es igual a 100 x % y QA(P) =
B(P)

1 B

A,
min{q—1,s} 77
por la particion P. El coeficiente QA(P) mide la calidad de la aproximacién P, por la

particién P [11].

. QP(P) es el porcentaje de inercia de la nube de puntos N, explicada

n QP(P) | QA(P)
150 7797 |16
150 |43 8850 | .09

|
\V) e}

Tabla 3: Resultados numéricos

Estas particiones estdn representadas sobre el plano engendrado por los dos primeros
vectores principales del A.C.P. de la nube (X, I, D) (Figura 3 et Figura 4).

t
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x

Figura 3: Particion en dos clases
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Figura 4: Particion en tres clases

Notas importantes:
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1. Los valores débiles del coeficiente QA y los porcentajes de inercia explicada QP muestran
que las particiones obtenidas son, por una parte, buenas aproximaciones de las particiones
optimas P, y Ps, y por otra parte, resumen bien la nube de puntos N,.

2. Para cada ntimero de clases y cada inicializacion, los resultados obtenidos por este algoritmo
y por el algoritmo de nubes dindmicas [2] son los mismos.

3. Notemos que la particién en dos clases revelada por el plano principal (1,2) no es éptima.
Esto es debido al hecho que el criterio de inercia interclases tiene tendencia a dar clases
esféricas.

2.3.2 Segundo Caso : M € My, M # I,

Por examen de la tabla 3, observamos que cada variable X7 est4 fuertemente correlacionada
con una de las dos primeras componentes principales (C!,C?). La componente C? estd
medianamente correlacionada con la variable X2. La seleccién de M en M, sera entonces
hecha jugando sobre las ponderaciones de la influencia de estas dos primeras componentes.
A- Particion en dos clases

La particion en 2 clases sugerida por la figura 1, i.e. una clase formada por las 50 primeras
flores y una clase formada por las 100 restantes, es obtenida seleccionando un elemento M,
de M, asociado al vector A de IR* de componentes A(1) = A(2) = 100, A(3) = A(4) = 1.
Asi,

ay =28, o) = 22 g < A sy - A0

La particiéon P en dos clases (figura 5) obtenida es tal que : QP(P) = 44.80 y QA(P) =
0.10.

ty
Rax
B0 ey
%%i t‘% 4 +
- # F, T
*
* +

Figura 5: Particiéon en dos clases

B- Particion en tres clases
Para aproximar una de las particiones P, hemos escogido A(1) = 120, A(2) = 10, A(3) =
A(4) = 1. El elemento M (v) de M asociado es definido por:

=22 ) = 22 h = A2 s - 2
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Con esta métrica la particién P (figura 6) obtenida es tal que: QP(P) = 86.1 y QA(P) =
13

Nota importante: La particién obtenida es aproximadamente igual a —salvo algunos elementos—
aquella definida por la especie. En efecto, una clase estd formada por las primeras 50 flores y 47
flores de la segunda [resp. tercera] especie son clasificadas en una misma clase. Hay entonces 6
flores mal clasificadas mientras que en la particién obtenida con la métrica I, habia 16.

Notemos también el fuerte [resp. débil] valor tomado por el coeficiente QP [resp. QA] sobre la
particién P obtenida.
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CLASIFICACION AUTOMATICA JERARQUICA
AGLOMERATIVA CON CONTROL DIFUSO

ALEX MURILLO FERNANDEZ*

Resumen

En estas notas se presenta un método de clasificacién automatica con control difuso,
que es una variante del algoritmo general de clasificacién jerarquica aglomerativa. Se
define el concepto de conjunto difuso extendido, para poder establecer un control
difuso en cada iteracion del algoritmo.

Palabras clave: conjunto difuso, clasificaciéon automatica, control.

1 Introduccion

Situaciones que han sido dificiles de modelar, de tal forma que el modelo planteado sea
una fiel representacién de la realidad, se han facilitado con la utilizacién de los conjuntos
difusos, por ejemplo:

“Si se quita un grano de una cajuela de café, queda una cajuela de café.”

Asi, el conjunto cajuela se puede considerar como un conjunto difuso.

En la segunda seccién se daran las definiciones bésicas de los conjuntos difusos con
algunas de sus principales operaciones.

El algoritmo general de clasificacién jerarquica aglomerativa construye una jerarquia
indexada estratificada, desde grupos unitarios hasta un sélo conjunto conteniendo todos
los individuos a clasificar.

En la tercera seccion se propone agregarle un control difuso a este método, con el
concepto de conjunto difuso extendido, para tener una medida de la calidad de cada una
de las iteraciones y poder detenerse cuando esta medida sea satisfactoria para el experto.

2 Conjuntos Difusos

En esta seccién se estudiara el concepto y la definicién formal de conjunto difuso.
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Definiciéon 1 A es un conjunto difuso en el universo X si

A={(2,p5@) : zex}

donde
ppo X — 0.1
es la funcion de pertenencia.
Ejemplo 1 Sea el universo X = {1,...,8}, donde el nimero indica el tipo disponible de
casa con x habitaciones. Ahora considere el conjunto difuso: A = “tipo de confort de

una casa para una familia de 4 personas”. Entonces se puede dar este conjunto difuso por
extension de la forma

A=1{(1,02), (2,0.5), (3,0.8), (4,1), (5,0.7), (6,0.3)},

donde “(1,0.2)” tiene la interpretacion de una casa que tiene 1 habitacion y se le asocia
una medida de 0.2 de confort, entre 0 y 1, para una familia de 4 personas. En el caso de
los x € X que tienen ,uA(x) =0, no se suelen poner en el conjunto.

2.1 Notaciéon para representar conjuntos difusos

1. En pares ordenados como en el ejemplo 1.
2. Dando sdlo la funcién de pertenencia

A = ug@)fant e+ g (ea)/an

>

3

= MA(%)/!E@'
=1

= [ @/

3. Si el universo es finito se puede utilizar la notacién vectorial:

-
Il

g (@) - pg ()]

Ejemplo 2 Si se tiene el conjunto difuso A = “ndmeros enteros cercanos a 107, entonces
el conjunto difuso se puede representar con la siguiente notacion

A =01/7+0.2/8+0.5/9+1/10+0.5/11 +0.2/12 4 0.1/13

1
_/z 1+ (z—102/ "
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2.2 Operaciones sobre conjuntos difusos

Suponga que A y B son conjuntos difusos.

Definicién 2 Sea C' = ANB, entonces la funcién de pertenencia es:

pele) = min {p ().}

Definicién 3 Sea D = AUB, entonces la funcién de pertenencia es:

) = mas {u 5(@),pple)}

Definicién 4 Para —A, la funcién de pertenencia es:
,uﬂA(a:) =1 —/LA(:E), Vo e X.

Ejemplo 3 Sea A el conjunto del ejemplo 1 y considere el conjunto difuso B = “tipo grande
de casa”, que en extension se representa por

B=1{(3,0.2), (4,0.4), (5,0.6), (6,0.8), (7,1), (8,1)}.
Observe que =B corresponde al conjunto difuso “tipo pequefio de casa”, esto es:
-B=1{(1,1), (2,1), (3,0.8), (4,0.6), (5,0.4), (6,0.2)}.

Ademas, el conjunto difuso “tipo de confort de una casa para una familia de 4 personas y
que sea de tipo grande” es:

ANB={(3,0.2), (4,0.4), (5,0.6), (6,0.3)}.
Por otro lado
AUB ={(1,0.2), (2,0.5), (3,0.8), (4,1), (5,0.7), (6,0.8), (7,1), (8,1)},

que corresponde al conjunto difuso “tipo de confort de una casa para una familia de 4
personas o que sea de tipo grande”.

3 Control difuso en clasificacién automatica

Se realizard una extensién de la teoria de conjuntos difusos, que serd utilizada en una
variante del método general de clasificacién jerdrquica aglomerativa [4]. Esta extension
consiste en cambiar el universo X de un conjunto difuso, en un subconjunto ) de partes
de X (P(X)) y describir la transformacién de un conjunto difuso en X en un conjunto
difuso en el nuevo universo Y.

Luego se describe el método de clasificacién jerarquica aglomerativa, y cémo se utiliza
la extension para modificar el método de clasificacion.
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3.1 Definicién de conjunto difuso extendido

En la siguiente definicién se extiende el universo X’ de un conjunto difuso, al nuevo universo
Y CP(X) (P(X) es el conjunto partes de X).

Definicién 5 Considere un universo X, y sea
A= {(a:,ufi(a:)) DX E X}

un conjunto difuso en X. Sea ) C P(X). Al extender el conjunto difuso A al universo
Y se obtiene un nuevo conjunto difuso extendido a Y del universo X, para abreviar se
llamard conjunto difuso extendido a )Y, y se denota por Ae. Este nuevo conjunto
generaliza el concepto del conjunto difuso A, en el universo Y. Esto es:

A ={(yn gew) : ye V)

donde
1 st Z ,uA(aj) >1
. — x €y
,uAe(y) Z ,ufi(a:) en otro caso.

T €y

Ejemplo 4 Se denota la clausura de 1000 por [1000], esto significa los salarios cercanos a
$1000.
Se define un universo X de la siguiente forma:

X = {[1000], [2000], [3000], [4000], [5000]}..

Sea A= “Ingreso alto”, un conjunto difuso, esto es:
A =0.2/[1000] + 0.4/][2000] 4 0.6/[3000] + 0.8,/[4000] + 1/[5000].

Del conjunto A se desprende, entre otras cosas, que un salario de $1000 tiene una medida
de 0.2, entre 0y 1, de ser un ingreso alto, claro estd, dependiendo de un contexto especifico.
Considere el dlgebra respectiva

[1000] + [2000] = [3000)].
Si se define ) como

v { {11000}, {[2000]}, {[3000]}, {[4000]}, {[5000]}, }
1 {[1000],[2000]}, {[1000],[3000]}, {[2000],[3000],[4000]} | "

De la definicion anterior la extension del conjunto difuso A en X seria

Ae = 0.2/{[1000]} + 0.4/{[2000]} + 0.6/{[3000]} + 0.8/{[4000]} + 1/{[5000] }+
0.6/{[1000], [2000]} + 0.8/{[1000], [3000]} + 1/{[2000], [3000], [4000]}.
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El cual corresponde al concepto de “Ingreso del niicleo familiar alto”, donde {[1000], [2000]}
significa que en un nicleo familiar hay una persona que tiene dos trabajos, en los cuales
en uno gana cerca de $1000 y en el otro recibe un salario cercano a los $2000; por lo que el
nicleo familiar tendria un ingreso total cercano a los $3000. Otra posible interpretacion de
{[1000], [2000]} es que en el nicleo familiar, un integrante tiene un ingreso cercano a los
$2000 vy otro miembro tiene un ingreso cercano a los $1000, por lo que el nicleo familiar
tiene un ingreso total cercano a los $3000.

Propiedades:
1. Si A® es un conjunto difuso extendido a ), entonces es un conjunto difuso en .

2. Si A es un conjunto difuso en X, entonces es un conjunto difuso extendido a X, si
se considera cada elemento de X como un elemento de P(X), esto es, si Y=2X.

3. Se puede definir otras funciones de pertenencia p Re que generalicen el concepto

de conjunto difuso A en X al conjunto difuso extendido a ) si se cumplen las
propiedades 1 y 2.

Definicién 6 Sea A® un conjunto difuso extendido a Y y sea o € [0,1]. Un conjunto de
nivel «a es:

A5={yeYCP@)  pgly) 2 af.

Ejemplo 5 Con la notacion del ejemplo 4, si « = 0.8, entonces
6. = { (140001}, {[5000]}, {[1000] 30001}, {{2000] 3000, 4000} }.

En este conjunto, se encuentran los elementos del universo Y que tienen al menos una
medida de 0.8, entre 0 y 1, de pertenencia al concepto A€.

Ejemplo 6 Sea el universo X = {A,B,C,D,...,K} y considere el conjunto difuso
P=0.17/A+0.17/B +0.17/C +0.17/D 4 0.17/E + 0.17/G.

Sea el nuevo universo Y una particion de X, por ejemplo:

v ={{4.B), {C.D}. (B}, {RH)}, (G}, (L7}, (K},

entonces, como Y C P(X), se define

P° =0.34/{A, B} +0.34/{C, D} + 0.17/{E} + 0.17/{G}.

Ahora, si fuera a = 0.3, entonces

Pey = {{A,B}, {C,D}}.



106 A. MURILLO

Si P corresponde al concepto “una persona trabaja el
17% de su tiempo en el proyecto A,
17% de su tiempo en el proyecto B,
17% de su tiempo en el proyecto C,
17% de su tiempo en el proyecto D,
17% de su tiempo en el proyecto E,
17% de su tiempo en el proyecto G;

y no trabaja para los proyectos F, H, I, J, K”. Entonces P° corresponde al concepto
“una persona trabaja
34% de su tiempo a la fusion de los proyectos A y B,
34% de su tiempo a la fusion de los proyectos C y D,
17% de su tiempo al proyecto E,
17% de su tiempo al proyecto G”.
Luego, el conjunto Py contiene las fusiones de los proyectos a los que esta persona
les dedica al menos el 30% de su tiempo.

3.2 Clasificacién jerarquica utilizando extension difusa

El algoritmo de clasificacién jerarquica aglomerativa [4] construye en cada iteracién, a
partir de grupos unitarios, una jerarquia indexada! que brinda una estratificacién completa
del conjunto de individuos en estudio, de acuerdo con un indice de disimilitud? entre los
mismos. El segundo paso consiste en seleccionar un fndice de agregacién® apropiado para
el estudio. Si se tiene un conjunto €2 de individuos, el conjunto de grupos unitarios es el
estado inicial del algoritmo; luego de algunas iteraciones, los individuos se distribuyen en
uno o més grupos, donde el nimero de grupos es menor que |2|.
En la tabla 1, se da una relacién de individuos (personas) del conjunto

Q = {A7B7C7 D7 E7 F7 G7 H7 I? J7 K};
con variables (proyectos) del conjunto
N:{N17N27N37N47N57N67N77N87N97N107N117N127N137N147N157N167N177N187N19}'

Dada la tabla 1, al aplicar el algoritmo de clasificacién jerarquica aglomerativa, con la
disimilitud de Chebychev

max
d(Xs, Xj) = 2110 |Tik — Tjk

)

Las jerarquias indexadas suelen representarse graficamente por medio de un drbol, en el cual los nodos
terminales (hojas) corresponden a los individuos (grupos unitarios) y los nodos no terminales corresponden
a grupos no unitarios de la jerarquia. Los arcos, asi como la disposicién del arbol en si, indican precisamente
la estratificaciéon de los distintos grupos de la jerarquia.

2Los indices de disimilitud generalizan el concepto de distancia en el conjunto de individuos a clasificar.

3Un indice de agregacién es una disimilitud entre grupos de individuos.
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N1 | N2 | N3 |Ny|Ns|Ns|Nz|Ng|Nog|Nio|Ni1|Ni2|N13|Nia|Nis|Nie|Ni7|Nig| Nig
All .17 A7 .5 2 .25 251.131.09
B .17 A7 .5 2 .25 251.131.091 .33
Cc|l .17 A7 2 2 250 .1 13 1.091.33
D | .17 17 2 .25 251.131.091 .33
E .17 A7 20 .1 .251.131.09
F 5|17 .33 .33 2 |.15 .15 .06 | .09
G|l .17 17 .33 .33 .25 .15 .15 .06 | .09
H b5 |17 33 33 .25 15 15 06 | .09
I .33 A7) .5 2 .15 .15 .06 | .09
J .33 A7 .5 2 1.25 .15 .15 .06 | .09
K .33 7 17 2 1.25 .15 .15 .06 | .09

Tabla 1: Relaciones entre los individuos de Q y las variables de N.
donde X;, X; € Q={A,B,C,...,K}, tal que z;; es el valor en la relacién del individuo
X, en la variable Ng; y la agregacién del vecino méas cercano de Jardine y Sibson
min

(51(h1,h2) = X, € h, X; € hy {d(Xi,Xj)}, YV hi,ho € P(Q),

se obtiene

Grupo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Indice 025 0.25 025 0.33 033 033 033 05 05 0.5.

En la figura 1 se puede ver la jerarquia construida.

10

B 1

6
5
A B C D E G K F H 1

Figura 1: Arbol que representa graficamente la jerarquia indexada.

El algoritmo que se propone es agregarle un control difuso al algoritmo de clasificacién
jerarquica aglomerativa, esto es, que no se construya toda la jerarquia, sino que en cada

BER E

J
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iteracion se calcule un indice que describa la calidad de la clasificacién que se tiene en ese
momento y la construccion se detenga cuando esta calidad sea satisfactoria.
Para explicar cémo se calcula este indice, considere los siguientes conjutos difusos IV,

i=1,...,19, que se obtiene de la tabla 1, donde cada uno de estos conjuntos describe la
distrilguci(’)n de carga asignada de la persona i en los proyectos {A, B,C,..., K}, esto es:
Ny = 0.17/A+0.17/B+0.17/C +0.17/D +0.17/E + 0.17/G

No = 0.33/1+0.33/J+0.33/K

Nig = 0.09/A 4+ 0.09/B + 0.09/C + 0.09/D + 0.09/E + 0.09/ F+
0.09/G +0.09/H 4 0.09/I +0.09/J + 0.09/K
N = 0.33/B+0.33/C +0.33/D.
Ahora, se desea calcular cuantas personas le dedican més de un a% de su tiempo de
trabajo a algin proyecto. Por ejemplo, si & = 0.3, entonces la persona
N7  no le dedica mas de un 30% a algtin proyecto, (N7)o3 =0,
Ny sile dedica més de un 30% a algtn proyecto,  (N2)o.3 # 0,

Nig 1o le dedica mas de un 30% a algin proyecto, (Nig)o.s =0,
Nipg sile dedica més de un 30% a algtin proyecto,  (Nig)o.3 # 0.
En total son 7 personas que le dedican 30% o més de su tiempo de trabajo a algin
proyecto. Entonces el porcentaje respectivo seria de % = 0.368.
En la cuarta iteracién del algoritmo, la clasificacién establece la siguiente particion del
universo:

QW — {{A, B}, {C,D},{E},{F,H},{G},{I,J}, {K}} )

donde los conjuntos difusos extendidos Nf, coni=1,...,19, representan la distribucion de
carga asignada de la persona i en la fusién de proyectos {{A, B}, {C, D},{E},{F, H},{G},
{I,J},{K}}, esto es:

N¢ = 0.34/{A, B} +0.34/{C,D} + 0.17/{E} + 0.17/{G}

N§ = 0.66/{1,J} +0.33/{K}

Nz = 0.18/{A, B} +0.18/{C, D} + 0.09/{E} + 0.18/{F, H}+
0.09/{G} 4+ 0.18/{1,J} + 0.09/{K}
Ng = 0.33/{A, B} +0.66/{C, D}.
Ahora, el calculo del porcentaje de las personas que le dedican mds de un 30% de su
tiempo de trabajo a alguna fusién de proyectos seria % = 0.842.

Definicién 7 Sea w,, el porcentaje de elementos del conjunto N'= {Ny,..., N} que estdn
relacionados en un o por ciento en una sola clase en la iteracion nimero a, a W, se le
llama calidad de la clasificaciéon aproximada a un nivel « en la iteracion a, esto es:

w = HV)a + (Nf)a #0,i=1,...,n}|
* V]

donde (Nf)q es el conjunto de nivel o del conjunto difuso ]\72-6 en la iteracion a.
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Si se continua con la iteracién numero siete el nuevo universo es:

QO = {{A,B,C,D,E, G,K},{F H},{I, J}} .

Los conjuntos difusos extendidos ]\7{3, coni =1,...,19, representan la distribucién de carga
asignada de la persona i en la fusién de proyectos {{A,B,C,D,E,G, K}, {F,H},{I,J}},

esto es:

1/{A,B,C,D,E,G,K}

0.33/{A,B,C,D,E,G,K} +0.66/{I,.J}

1/{F,H}

0.17/{A,B,C,D,E,G, K} + 0.34/{F, H} 4+ 0.34/{I, J}
141, J}

0.33/{A,B,C,D,E,G,K} +0.66/{F, H}
1/{A,B,C,D,E,G,K}

1/{A,B,C,D,E,G,K}

0.33/{A,B,C,D,E,G,K} +0.66/{F, H}
0.6/{A,B,C,D,E,G, K} +0.4/{I,J}
0.5/{A,B,C,D,E,G, K} +0.25/{F, H} +0.25/{I,.J}
0.8/{A,B,C,D,E,G,K} +0.2/{F, H}
0.4/{A,B,C,D,E,G,K} +0.3/{F,H} +0.3/{1,.J}
1/{A,B,C,D,E,G,K}

0.4/{A,B,C,D,E,G,K} +0.3/{F,H} +0.3/{I,J}
1/{A,B,C,D,E,G,K}

0.77/{A,B,C,D,E,G, K} + 0.12/{F,H} + 0.12/{I, J}
0.63/{A,B,C,D,E,G,K} +0.18/{F,H} + 0.18/{I, J}
1/{A,B,C,D,E,G,K}.

Luego la calidad de la clasificaciéon aproximada a un nivel 0.6 en la iteracién 7 es:

Wo.6

(NYT)o.6, (INS)o.65 (N5 )o.6, (INS)o.6, (IN§ )o.65 (INF)o.6, (NS )o.65 (NS )o.6,
(NleO)O.ﬁa (Nle2)0.67 (N164)0-67 (Nle6)0-67 (N167)0-67 (Nle8)0-67 (Nle9)0-67
19

1
1o = 0.789.

Esto quiere decir que el 78.9% de las personas estdn trabajando en al menos el 60% de
su tiempo en una fusién de proyectos (una clase).

Es importante recalcar que los valores de o y w,, son valores que se establecen de
acuerdo con las necesidades y requerimientos de cada problema en particular antes de
hacer la clasificacion, segin lo establezca el experto.

Definicién 8 En la iteracion en la que wq es superior o igual a lo establecido a priori por
el experto se deja de construir el arbol de la jerarquia indexada, esto es a lo que se le llama
control difuso.

Observaciéon. Si los valores de o y w, son muy pequenos, entonces el nimero de
clases aumenta y si estos valores son muy grandes disminuye el nimero de clases en la
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particién, y puede correrse el riesgo de tener una sola clase, que para efectos practicos, es
inconveniente, por lo que es importante tomar valores adecuados de o y w,.

El control difuso que se define en cada iteracion del algoritmo de clasificacién jerarquica
aglomerativa, establece una medida de como se estan relacionando los individuos a clasi-
ficar en la iteracién, por lo que se tiene un criterio para detener el algoritmo.

4 Conclusion

El control difuso que se establece en cada iteracion del algoritmo de clasificacién jerarquica
aglomerativa, proporciona una medida de la asociacién de los individuos a clasificar en la
iteracién, por lo que se tiene un criterio para detener el algoritmo cuando esta medida sea
satisfactoria para el experto.

Sin embargo, aun deben profundizarse algunos aspectos tedricos, como el estudio de
las propiedades de los conjuntos difusos extendidos, y préacticos, como la aplicacion del
control difuso a diversos juegos de datos para probar su efectividad.
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ANALISIS DISCRIMINANTE APLICADO A UNA POBLACION
ESTELAR PARA DETECTAR POSIBLES CUMULOS

MARIA ISABEL ORMENO* MAXIMILIANO FAUNDEZ ABANS'

Resumen

El propodsito de este trabajo fue establecer ciertas reglas bajo las cuales una Neb-
ulosa Planetaria (NP) de tipo desconocido, puede ser asignada al grupo que le cor-
responde, con un minimo de error, mediante una determinada funcién discriminante.
Se postula la existencia de una clasificacién previa; en este caso hemos usado la prop-
uesta por Peimbert et al, para aplicar un método esstadistico matematicamente més
riguroso, que permite establecer una clasificaciéon independiente de la mencionada, con
el propésito de confrontar ambos resultados. La muestra usada corresponde a un to-
tal de 204 NP; las variables independientes involucradas en este estudio son: Oxigeno
(0), Nitrégeno (N) y Azufre (5).

1 Introduccion

Una NP consiste en una estrella central, rodeada de una nube de gas ionizado. La impor-
tancia de las NP en la investigacion astrondmica, radica principalmente en dos hechos:

1. Ellas representan, probablemente, una de las dltimas fases en la evolucién de muchas
estrellas.

2. Ellas permiten conocer la composicién quimica de nuestra galaxia, interpretando
el efecto en términos de procesos fisico-quimicos que ocurren en un gas expuesto a
radiacién ultravioleta. [2, 3, 5, 6]

Cada tipo de NP se ubica en determinadas posiciones en el plano galactico, formando
cumulos o agrupaciones. En consecuencia, al determinar la pertenencia de una NP a un
cumulo mediante métodos estadisticos de clasificacion, automaticamente queda definida
su ubicacién en ese plano.

Es por esto que se necesita tener una clasificaciéon confiable de las nebulosas, lo que se
logra aplicando métodos diversos y luego compararlos entre si.

*Departamento de Fisica, Universidad de Santiago de Chile (USACH), Casilla 307, Santiago, Chile
TLaboratorio Nacional de Astrofisica LNA/CNPq, Brasil
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Existen diversas clasificaciones de las NP, usando distintos pardmetros. Por ejemplo,
Peimbert, estudiando el comportamiento fisico, morfolégico y fisico- quimico, y analizando
también las abundancias quimicas las agrupé en cuatro categorias. Sin embargo, Marciel
et al, subclasificaron las NP tipo II en dos subgrupos: Ila y IIb.

La clasificacion de Peimbert se confronté con un andlisis de cluster o de conglomerados
(clasificacién automatica) en una publicacién anterior [10], obteniéndose un alto porcentaje
de coincidencia entre ambos métodos. En este trabajo se aplica un anélisis discriminante,
usando la clasificacién de Peimbert, con el fin de encontrar el porcentaje de NP mal
clasificadas y posteriormente estudiar las prioridades fisicas de ellas.

Este trabajo corresponde a una parte del desarrollo del Proyecto de Investigacién
Astronémica de Dicyt (USACH) titulado “Levantamiento de Galaxias Anilladas del Sur”
cuyos investigadores son Fatindez (investigador principal) y Ormeno (co-investigadora).

2 Metodologia

El problema bésico del anélisis discriminante es asignar una observacién, X, de origen de-
sconocido, a uno de los grupos predefinidos, sobre la base del valor de aquélla observacion.

El procedimiento computacional usado es el Proc Discrim del paquete estadistico SAS
con la opcién Stepwise, modelo IBM 9221, Nuimero de serie OF0022.

Se aplica este andlisis a 3 variables de 204 NP. Estas son: X1 =0; Xo =Ny Xg= 5
(Oxigeno, Nitrégeno y Azufre).

Los datos fueron obtenidos por Faindez (1982) y Maciel (1984), usando un telescopio
de 1.60 m del Laboratorio Nacional de Astrofisica (LNA/CNP,), Brasil.

El resultado es mostrado en la tabla 1.

Grupo Total segtiin

DE GRUPO 1 [Ta IIb I IV Peimbert
1 40 12 1 1 0 54
porcentaje | 74.07 2222 185 1.85 0.0 100
IIa 6 35 1 2 0 44
porcentaje | 13.64 79.55 2.27 4.55 0.0 100
IIb 0 0 28 4 0 32
porcentaje 0.0 0.0 875 125 0.0 100
111 0 5 10 15 0 30
porcentaje 0.0 16.67 33.3 50 0.0 100
v 0 0 0 0 3 3
porcentaje 0.0 0.0 0.0 0.0 100 100
segtin A.D. 163
TOTAL 46 52 40 22 3 100

Tabla 1: Nebulosas Planetarias clasificadas en grupos, con sus respectivos porcentajes
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3 Interpretacion de los resultados

Como ejemplo para interpretar la tabla 1, la primera fila indica lo siguiente:

e El andlisis previo, de Peimbert, clasifico 54 N.P en el grupo 1. El andlisis discrimi-
nante, clasificé solo 40 en este grupo, lo que constituye un 74.07% de coincidencia
entre ambos métodos.

e Los del tipo Ila y IIb, se manifiestan con una frecuencia de 35 y 28 Nebulosas
respectivamente correspondiéndole un 79.55% al tipo Ila y un 87.5% a las Nebulosas
IIb.

e Las Nebulosas del tipo I1I se presentan con una frecuencia de 15 NP que corresponden
a un 100%.

Quedan clasificadas en:

tipo I 46 Nebulosas
tipo IIa 52 Nebulosas
tipo IIb 40 Nebulosas
tipo III 22 Nebulosas
tipo IV 3 Nebulosas
Total 163 Nebulosas

Se pierde un 20% de la informacién total debido a valores faltantes (“missing”) para
ciertas variables en algunas NP. La tabla 2 nos indica las NP clasificadas en la proposicién
de Peimbert et al, comparadas con los resultados obtenidos al aplicar el anélisis estadistico
discriminante.

No se cumple ¥ = Y9 = ... = X, por lo tanto la funcién discriminante bajo el
supuesto de distribucién normal multivariante es una funcién cuadréatica.

La funcién cuadratica discriminante genérica es:

fi(X)
= 1
e) fi(X)
Qz) = %lns—j: — %(X—Xz)tSi_l(X—Xz) +
—I—%(X —X])tSj_l(X —Xj)con i=1,2,...,K
1=12....K
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Nebulosas | Grupo segin Grupo segun
Peimbert Anilisis Discriminante

NBC 650 I IIa
NBC 6369 I IIa
NBC 6620 I IIa
NBC 6803 I iF)
NBC 6881 I IIa
1C 4406 I IIa
M1 17 I IIa
HB 4 I IIa
1C 4673 I IIa
NBC 6804 I iF:)
HE2 86 I F:)
HE2 117 I IIa
HE2 164 I 1Ib
M3 2 I 111
NBC 2392 IIa I
1C 2149 IIa I
1C 2165 IIa 111
1C 5117 IIa 1Ib
CN2 1 IIa I
M3 15 IIa 111
NBC 6563 IIa I
M 154 IIa I
HE2 123 IIa I
J 320 1Ib 111
M11 IIb 111
HE2 21 IIb 111
M3 6 1Ib 111
NBC 6644 111 1Ib
NBC 6807 111 1Ib
1C 4846 111 1Ib
HE2 131 111 IIa
HU2 1 111 1Ib
M2 50 111 1Ib
ME2 1 111 IIa
VY 12 111 iF:)
M2 6 111 1Ib
M4 3 111 IIa
M2 23 111 1Ib
BW BT 1 111 1Ib
VY22 111 1Ib
HE2 7 111 1Ib
M3 29 111 iF:)

Tabla 2: Nebulosas mal clasificadas
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La regla para asignar a III es:

y las matrices de covarianzas son:

9) N S
0,045 0,029 0,041
0,091 0,048
0,041 0,048 0,109

Sy =

=0
o
o
)
S

9) N S
0,030 0,017 0,031
0,036 0,024
0,031 0,024 0,067

Sy =

©n =z O
=
o
ey
EN |

9) N S
0,018 0,009 0,003
0,030 0,003
0,003 0,003 0,049

S3 =

=0
o
o
S
S

9) N S
0,068 0,058 0,079
0,174 0,107
0,079 0,107 0,165

Sy =

“w =0
L
o
S
S0

9) N S
0,052 —0,059 —0,002
0,222 —0,178
—0,003 —0,178 0,213

S5 =

»n =20
|
L
o
S
o

Grupo | InS
I -8,45
ITa -10,52
1Ib -10,73
111 -7,60
v -23.81

Tabla 3: Logaritmo natural del deteminante de la matriz de covarianzas

4 Conclusiones

El Anaélisis Discriminante nos informa del porcentaje de Nebulosas que no coinciden en las
clasificaciones hechas por ambos métodos (Peimbert - A.D, ver tabla 2). La discrepancia
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I ITa IIb II1 v Total
Razén | 0,2593 0,2045 0,1256 0,5000 0,0000 | 0,2178
A priori | 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000

Tabla 4: Tasa de error estimada por grupo

mayor se encuentra en las Nebulosas tipo III; ésto era de esperar por su ubicacién fisica
en el plano galdctico. La concordancia de estas NP es de un 50%. La importancia de
este andlisis radica en que las NP mal clasificadas quedan identificadas, lo que permite
hacer un seguimiento de su evolucién fisica, ya sea analizando las abundancias quimicas,
ubicacion en el plano galactico, etc. Definida la correspondiente funcién discriminante, es
posible clasificar nuevas NP en grupos afines, de acuerdo con sus abundancias metalicas.

La clasificacion obtenida mediante estos métodos, nos confirma la existencia de los
diferentes cimulos de NP en el plano galactico.

El porcentaje alto de coincidencia entre los dos métodos, nos permitird en el futuro
aplicar esta técnica a NP extragalacticas

Bibliografia
1

[

2
3
[
[

] Caucollos, T. (1993) Discriminant Analysis and Applications. Academic Press N. Gadi Ladord.
| D’odoria, S.; Peimbert, M.; Sbbadin, F. (1976) Astronomy Astrophysics 47, 341.

| Faundez-Abans, M.; Maciel, W.J. (1986) Astronomy Astrophysics 158, 228.
|
|

4] Faindez-Abans, M. (1982) Rev. Contribuciones, No. 54, 47.

ot

Fatindez-Abans, M.; Maciel, W.J. (1986) Una andlisis de gradientes de composicion quimica
en la galazia en funcion de Nebulosas Planetarias. REv. Contribuciones (USACH).

[6] Maciel, W.J. (1984) Astronomy Astrophysics, supp. 55, 228.

[7] Ormefio, M.I. (1992) Algunas Técnicas para Evaluar Normalidad Multivariante. Tesis de Mag-
ister en Bioestadistica, Universidad de Chile.

[8] Ormenio, M.I.; Faindez-Abans, M. (1993) Clasificacidn de nebulosas planetarias. Actas del
Encuentro de Fisica Regional-Norte y I Reunién Internacional Andina de Fisica.

[9] Ormefio, M.I.; Fatindez-Abans, M. (1993) Discriminacién y clasificacion de nebulosas plan-
etarias tipo Iy tipo II. Congreso Latinoamericano de Sociedades Estadisticas II (CLATSE),
Buenos Aires.

[10] Ormeno, M.I.; Fatindez-Abans, M. (1994) Correlagao entre o método del cluster e os critérios
de Peimbert de classificagao de NP. Reunién XX Sociedad Astronémica Brasilera, Campos
de Jordao, Brasil.

[11] Peimbert, M. (1985) Rev. Mexicana Astron. Astrof., 10, 125.



IX SIMPOSIO METODOS MATEMATICOS APLICADOS A LAS CIENCIAS, 113-120
TURRIALBA, 15, 16 Y 17 FEBRERO 1995, U.C.R. - I.T.C.R. J. Trejos, Editor

ESTIMACION EXACTA Y HEURISTICA

DEL OPTIMO EN SUPERFICIES DE RESPUESTA
SUJETAS A RESTRICCIONES

BrLanca Rosa PEREz SaLvaDoRr! —SErRGIO DE Los CoBos SiLval
MiGUEL ANGEL GUTIERREZ ANDRADE?

IResumen

Son muchas las aplicaciones en las que se requiere estimar el éptimo de una funcién de
respuesta, sujeta a a un conjunto de restricciones lineales. Si se considera que la funcién
de respuesta es una funcién cuadratica, el éptimo restringido se encuentra resolviendo
el problema de complementaridad lineal; si, por otro lado, la funcién de respuesta no
se puede aproximar por una funcién cuadrética, es mas adecuado utilizar un método
heuristico para estimar al éptimo restringido.

En este trabajo se dan los estimadores dé maxima verosimilitud del éptimo restringido
y se reportan los resultados de un estudio de simulacién, utilizado para sondear la
bondad de los estimadores, para el caso en que la superficie de respuesta es una funcién
cuadratica. También se describe el método heuristico.

Palabras clave: complementaridad lineal, condicién éptima restringida, ascenso por
pendiente maxima, superficies de respuesta.

1 Introduccién

En la industria, la medicina, la agricultura y en muchas otras areas, se encuentran problemas
cuya solucién requiere encontrar la combinacién éptima de un proceso sujeta a restricciones.
Si el proceso es descrito mediante la funcién

n(x) =8 + bTx + xTBx

1 UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA — IZTAPALAPA, DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, AV.
MICHOACAN ¥ LA PURISIMA, CoL. VICENTINA, IZTAPALAPA, Meéxico D. F., C.P. 09340, TELEFAX:
(52-5) 686-89-99, TELEX: UAME 176496

2UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA — AZCAPOTZALCO, DEPARTAMENTO DE SISTEMAS, AV.
SAN PaBLO 180, CoL. REYNosA TaMauLIPAs, C.P. 02200, MExico D. F.

Fax (52-5) 394-45-34 .
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donde fp, es un numero real; b € IR™ y B es una matriz de orden m x m negativa definida;
el maximo de n(x) es

Top = ,60 = ZbTB_lb‘

y el punto en donde ésta se alcanza es:

T a5
Xop = -éﬁ;hlb

El método de ascenso por pendienté méaxima permite estimar estos parametros; sin
embargo, las estimaciones encontradas pueden ser poco practicas porque sus valores no
cumplan las condiciones de opera.t1v1dad o quedan fuera de la capacidad del sistema insta-
lado. = :

Razones de operatividad como: el alto costo, o la escasez de a.lgl'm producto y razones
de incapacidad del sistema como: no centar con un instrumento que emita cierta cantidad
de radiacién; limitan el dominio de la funcién de respuesta. Asi, la necesidad de conocer el
optimo de n(x ) sujeto a restricciones en la localizacion del disefio, surgen de manera natural
en situaciories practicas y por lo tanto resulta de interés estudiar el problema.

Los trabajos reportados en este sentido son escasos y en todos consideran a las restric-
ciones como un conjunto de ecuaciones. Por ejemplo: Stablein, Carter y Wampler (1983) [5]
encontraron una regién de confianza para el vector x en donde 7(x) alcanza el valor maximo
sujeta a g;(x) = Ci; 1= 1,2,....,k. Mds tarde, Carter, Chinchilli, Myers y Campbell (1986)
[2] proponen un método para obtener los intervalos de confianza para las coordenadas del
vector en donde 7(x) alcanza el valor maximo, asi como para los valores propios de la matriz
B sujetos a la condicién que xTx = 72 i

Por lo general, las restricciones no se modelan tan adecuadamente con un conjunto de
ecuaciones como lo harfan un conjunto de desigualdades. Ejemplos de restricciones son: la
temperatura que un horno puede alcanzar ( T < To) o el costo aprobado para dos (o maés)
substancias (¢;z1 + caz2 < ¢p). -

En este trabajo se considera que las restricciones son un conjunto de p desigualdades
lineales, con lo cual se modela al proceso de modo més realista.

2 El 6ptimo restringido de 7(z)

El problema de encontrar el maximo de 7(x) sujeto a p restricciones lineales se establece

i

asl:

Maximizar 7(x)= B0+ bTx+xTBx sujeta a Rx<r

en donde R es una matriz de orden p x m de rango p (p < m); r es un vector de dimensién
p: vy x es de dimensién m. Se puede probar que la solucién esta dada por:

Topr = Tlop + (£ = RXop + w)T(RB™1RT)~1(r — RXop + W) = Nop + (r — Rxop)Tw

Y Xop, =Xop+ B'IRT(RB"IRT)'I(r = Bxpp+w) = Xep + B 'RTv

donde w y v € RP son los vectores que cumplen las condiciones de complementaridad lineal;
esto es:

v=0; w<0,9<0 y r-Rx,+ w=-RB'RTv
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Optimizar a 7(x) sujeta a p restricciones lineales, equivale a encontrar los vectores w y v.
Observe que cuando v = 0, x,, cumple todas las restricciones y por lo tanto X,,, = Xop-
Por otro lado, cada coordenada de w igual a 0; indica que la correspondiente restriccion es
activa; y si w = 0. esto significa que todas las.restricciones son activas.

~

restriccion
activa

Fig. 1: La region sombreada corresponde al punto en el cual las restricciones se cumplen.
Las elipses representan a las curvas de nivel de la funcién de respuesta n(x)

El problema de complementaridad lineal se puede resolver utilizando cualquiera de los
algoritmos disponibles, aqui se utilizé el algoritmo propuesto por Quintana, O'Reilly y
Gémez (1987) [4], con el cual-se determina qué coordenadas de los vectores w y v son
diferentes de cero, reduciendo asi el problema a la solucién de un sistema de ecuaciones
lineales. 7 .

3 Estimadores de 7,, y de Lo,
Considere que las observaciones son de la forma
Y=n(x)+¢ >

con € ~ N(0,0%) independientes. Los estimadores de maxima verosimilitud para 3o, b y
B, se encuentran con el método de minimos cuadrados y por la propiedad de invarianza,
los estimadores de inaxima verosimilitud de 7y, y de X,p, son:
ﬁopr = ﬁop 5 (1' - Riop T QJT(RB_IRT)-I(T —'Riop—“f' ‘-:’) =

flop'i"(7»'_123::019):['{J ; l S (3.1)
¥ Xop, = Xop + B-IRT(RB-RT)(r — Rop + &) = %op + B~'RT® (3.2)
donde w y © € R? son dos vectores tales que:

GTo=0;  w<0;--9<0 .y ~F-RiXp+@=RB'RT.

P

Los métodos de estimacién del éptimo basados en el clisico ascenso por pendiente
maxima consideran acercamientos paulatinos hacia el éptimo global; pero, en caso de existir
restricciones, tales acercamientos seran condicionados por las mismas. Sin embargo, se da
el caso en que las restricciones, de manera excepcional, pueden eliminarse en la etapa ex-
perimental (por ejemplo, el costo de los materiales no estar limitado). Podria pensarse que
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estimar al optimo restringido con una muestra no restringida daria mejores estimaciones,
este aspecto también fue considerado. " :

Si se permiten violar las restricciones en la etapa del muestreo, se propone realizar el
ascenso por pendiente méaxima hasta la regién donde puede estar el 6ptimo global, entonces
se debe usar las técnicas de superficies de respuesta para estimarlo, y luego con este vector
se estima al 6ptimo restringido.

Si las restricciones se observan durante el muestreo entonces el ascenso por pendiente
maxima nos lleva a dos posibilidades: que el 6ptimo global estimado se encuentre dentro
de la regién de restriccién, o que éste se encuentre fuera. En el primer caso se tendria una
solucién semejante al caso descrito arriba; en el segundo caso las técnicas de superficie de
respuesta se haran desde dentro de la regién de ascenso aunque el 6ptimo global se encuentre
lejos y la varianza de su estimador sea considerablement grande.

4 El estudio de simulacién

Los estimadores f),p, ¥ Xop, No son funciones lineales de 0. b y B por lo tanto, no se
pueden estudiar analiticamente sus propiedades estadisticas.

~ Para sondear su comportamiento estadistico se realizé un estudio de simulacién con las
siguientes caracteristicas:

e Se consideraron tres funciones de respuesta que dependen de dos factores, z; y z3;
esto es, m = 2. " :

. n(x) = (—22 — 22 % 2120 + 202) + 202,)/4
2. n(x) = (-2 — 23 — 122 + 6021 + 60z,)/12
3. n(x) =(—z? - z3 + 40z, + 40z,)/8 o

En los tres casos, la respuesta maxima es Top = 100 el vector donde se alcanza es
(20,20) y n(0,0) = 0. ;

20f - -

g

20{-: - =

' \

S .

20 20 20

Curvas de nivel primera funcién | Curvas de nivel segunda funcién | Curvas de nivel tercera funcién

e Para estimar la tendencia lineal de la funcién de respuesta se utilizé el disefio factorial
22 con cuatro repeticiones en el centro y para la tendencia cuadratica, se usé un diseiio
compuesto.
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e Se asignaron tres valores para o: I o="1,5, 530 | Con esto se tiene un coeficiente
de variacién en la respuesta éptima de 1% a 10%.

e Se consideraron dos tipos de restficciones,

(3 iy

En el primer ecaso, ambas restricciones son activas. En el segundo solamente una es
activa.

e Se consideraron los dos manejos de las restricciones en la etapa de experimentacion:

1. Se respetan en la experimentacion.

2. Se pueden violar durante la misma.

En cada uno de los casos descritos, se realizaron 100 ejecuciones en las que se estimaron
los 6ptimos restringidos con alguno de los dos métodos. Con los 100 resultados, y conociendo
el valor de los 6ptimos reales, se calcularon los siguientes valores que se utilizaron para
determinar la bondad de los estimadores como criterios de comparacion:

o Frecuencias del nimero de restricciones activas al efectuar las estimaciones.

La raiz cuadrada del error'cua.d:;é.— L "
tico medio (ECME) empirico del es- -

g timador de la respuesta 6ptima, su- 3 (iops ~nops )?
jeta a restricciones, con respecto a la Stiopr = 100
respuesta 6ptima real (restringida), .
la cual es: ' ' : . i,

La raiz cuadrada del (ECME) empi-
. ~ — S 2

e rico de X,p, con respecto a Xp,, €l cual 5%, ”""Plrm Xopy Il
es: ' e

o El sesgo empirico de 7jop, dado por: ' - sesgo(n) = 50;,, — Tlop,

> El coeficiente de variacién empirico de . CV (5op,) = e o
Xop, dado por: . [1Xopr |
El coeficiente de variacién empirico de st CV (fop,) = Sfiopy

: Tlop, dado por: ’ Topr) = Topr|

opr por:

4 El ta.man-Cf de mues_tra. empirico hasta - = A=Y n/100
la obtencién del estimador:
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4.1 Resultados de la simulacién

Parte de los resultados de la simulacion se reportan en las siguientes tablas, en donde para
cada valor de o, se presentan dos columnas. En la primera, se escriben los resultados del
método que considera las restricciones en la etapa experimental (CRE); en la segunda, se dan
los resultados del método que permite violar las restricciones durante la experimentacién
(SRE). 2 g - ;

En los tres primeros renglones de cada tabla se escribe la frecuencia con que se tuvo
cero, una o dos restricciones activas en las 100 ejecuciones individuales.

Tabla 4.1: Resultados empiricos para las restricciones z; < 10 y 3 < 10
(ambas activas).
Primera funcién. x,, = (10,10), nep, = 75

Varianza =10 o=15 o =]=
Método CRE| SRE{ CRE]| SRE CRE-| SRE
restric- | 0 1 0 =) 0 -8 0
ciones | 1 0 0 0 0 0 | 0
activas | 2 99 100 100 100 100 100
Siiops - 9.4840 | 2.2093 | 1.4262 | 1.0518 || 0.2531 | 0.2023
S%... _ ||| 1.4362 | 0.0000 || 0.0000 |.0.0000 || 0.0000 | 0.0000
sesgo(nop,) ||| -1.4596 | 0.0437 || -0.1869 | -0.0201 || -0.0192 | 0.0042
CV(Xop,) 0.1016 | 0.0000 || 0.0000 | 0.0000 || 0.0000 | 0.0000
CV(Nop,) 0.1265 |-0.0294 || 0.0190 | 0.0140 || 0.0034 | 0.0026
n : 25 30 |- 25 = 30 || 25 30
Segunda funcién. x,, = (10,10), 7., = 75
Varianza og=10 g=7 - 0= 1
Método CRE | SRE CRE SRE ||- CRE |. SRE
restric- | 0 0 0 0 0 0 0
ciones | 1 1 01" 0 0 L 0
activas | 2 99 100 100 100 - 100 100
85iop, 5.3513 | 2.3299 || 1.3153 | 1.1096 [ 0.2516 | 0.1980
- T 1.0522 | 0.0000 0.0000 | 0:0000 0.0000 | 0.0000
sesgo(fep, ) ||| -1.3470 | 0.1217 || -0.1598 | 0.0966 || -0.0213 | -0.0140
CV(xg,) 0.0744 | 0.0000 || 0.0000 | 0.0000 || 0.0000 [ 0.0000
CV(iop, ) 0.0713 | 0.0311 || 0.0175 | 0.0148 || -0.0034 | 0.0026
i 25 30 25 30 25 30
- Tercera funcién. x,,, = (10,10), 7,p, = 75
Varianza =40 =D, o =1
Método CRE| SRE CRE | SRE CRE | - SRE
restric- | 0 0 0 0 0 0 0
ciones | 1 3 0 0 0 0 0
activas | 2 97 100 100 100 100 100
Bfians 6.1261 | 1.7913 || 1.4622 | 0.9763 || 0.2694 | 0.2070
5%, 1.1844 | 0.0000 || 0.0000 | 0.0000 || -0.0000 | 0.0000
sesgo(fiop, ) ||| -1.6936 | -0.3793 || -0.2220 | 0.1235 || -0.0178 | 0.0124
CVix,p, ) 0.0837 | 0.0000 [[ 0.0000 | 0.0000 || 0.0000 | 0.0000
CV{(op,) 0.0817 | 0.0239 || 0.0195 | 0.0130 || 0.0036 | 0.0028
n 26 30 25 30 25 30
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Tabla 4.2. Resultados empiricos para las restricciones zy < 100 y z2 < 10
(una es activa).
Primera funcién. x,,, = (15, 10), 7,p,, = 81.25

Varianza &=.10 T= D ag=1
Método CRE ] SRE CRE SRE CREL SRE
restric-_| 0 0 0 0 0 0 0
ciones | 1 100 100 100 100 100 100
activas | 2 0 0 0 0 0 0
8. 4.8765 | 2.1360 (| 1.9922 | 0.9595 || 0.2827 | 0.2416
5%, 0.6186 | 0.1124 [ 0.1857 | 0.0420 || 0.0167 | 0.0071
sesgo(nep, ) ||| -1.1633 | 0.1654 || 0.1367 | 0.2415 || -0.0325 | -0.0365
CV(xop,) 0.0343 | 0.0062 (| 0.0103 |.0.0023 || 0.0009 | 0.0004
CV(Nop,) 0.0600 | 0.0263 || 0.0245 | 0.0118 || 0.0035 [ 0.0030
n : 25 30 25 30 - 25 30

Segunda funcidn. x,;, = (25, 10), 7op, = 93.75

Varianza o=10 o= a= 1
Método CRE | SRE [[- CRE SRE CRE [ SRE
restric- | 0 0 0 ] 0 H 0 0
ciones |.1 99 [ 100 99 100 100 100
activas | 2 : 3| 0 0 0 0 0
5, 17.5918 | 2.2978 || 1.6808 | 0.9133 || 0.3294 | 0.1921
5%... 7.8114 | 0.6344 [| 0.5042 | 0.2200 || 0.0544 | 0.0395
sesgo(fep, ) ||| 2.8997 | -0.0061 || 0.1188 | -0.0223 || 0.0226 | 0.0166
CV(xop,) ||| 0.2901 1 0.0236 || 0.0187 | 0.0082 || 0.0020 | 0.0015
CV(fop,) 0.1876 | 0.0245 || 0.0179 | 0.0097 || 0.0035 | 0.0020
n 25 30 I=- .25 30 25 30

Tercera funcién. x,, = (20,10), n,p, = 87.5
Varianza =19 ag=5 c=1 -

Método CRE- SRE CRE | SRE CRE l SRE
restric- | 0 1 0 1 0 0- 0
ciones | 1 99 100 99 100 100 100
activas | 2 0 0 0 0 0 0
85, 21.7761 | 2.2686 || 11.9969 | 1.0598 || 0.7244 | 0.2052
5%, 6.2922 | 0.1104 3.4224 | 0.1067 || 0.0744 | 0.0191
sesgo(7op, ) ||| -4.5532 | 0.3644 || -2.1764 | -0.0222 || 0.0921 | 0.0107
CV(Xp,) 0.2472 | 0.0049 || . 0.1531 | 0.-0048 || 0.0033 | 0.0009
CV(nop,) 0.2346 | 0.0259 0.1371 | 0.0121 || 0.0083 | 0.0023
n 25 30 25 <30 25 30

Los resultados de la simulacién indican que cuando se eliminan las restricciones en la etapa
experimental se obtienen estimadores més.precisos, pero aumenta el tamaiio de la muestra;
ademads, se determina mejor el nimero de restricciones activas. ‘

Conforme o es menor, las estimaciones son mds precisas y se determina mejor el nimero
de restricciones activas. -

Se tienen estimadores mas precisos cuando en la realidad son dos las restricciones activas;
incluso, se puede llegar a tener una estimacién de x,,, exacta aunque el estimador de X
no lo sea. '
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5 Estimacion heuristica del 6ptimo

En la anterior seccién se considerd el caso que la superficie de respuesta es una funcién
cuadratica y los estimadores dependen de los parametros de dicha funcién; si ésto no fuera
cierto, las estimaciones del 6ptimo restringido, podrian ser poco precisas y seria conveniente
utilizar un método heuristico que no dependa de los parametros de una funcién especifica.

Un método alternativo de estimacién es usdf el ascenso por pendiente maxima, hasta
tener evidencia que se esta cerca del éptimo global, o hasta que se esté en la frontera de la
region restringida. Si el método de ascenso por pendiente maxima nos lleva a la frontera de
la regién de restricciones, se procede a buscar el éptimo en la frontera, usando nuevamente
el método por ascenso por pendiente maxima, con una dimensién menor, porque se restringe
a tener una restriccién activa. Cada restriccién que se alcanza con la bisqueda por la ruta
de ascenso méaxima, se considera activa en el resultado final; asi, en cada paso se estima con
una dimension menor, hasta tener el vector estimado.

6 Conclusiones

La diferencia entre tener ina estimacion exacta y una estimacién heuristica es que la segunda
puede aplicarse a cualquier funcién de respuesta, pero en el caso que la funcién de respuesta
se pueda aproximar con una funcién cuadrdtica es mejor utilizar la estimaciéon exacta,
porque la heuristica puede indicar una restriccién activa que realmente no lo es.

Es interesante observar en el caso que la funcién de respuesta es cuadritica, y las dos
restricciones son activas se puede tener una estimacién de X,p, exacta aunque la correspon-
diente estimacién de 7),,_no lo sea.
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PARTICIONAMIENTO USANDO SOBRECALENTAMIENTO
SIMULADO Y ALGORITMOS GENETICOS

EDUARDO Pi1zA VOLIO* JAVIER TREJOS ZELAYA%*

Resumen

Se presentan dos propuestas de particionamiento usando técnicas modernas de
optimizacién combinatoria, una basada en sobrecalentamiento simulado y otra en
algoritmos genéticos. Ambas propuestas estdn en curso de investigacién por lo que
sélo para la primera de ellas presentamos resultados preliminares.

Palabras clave: optimizacion estocastica, clasificacién optimal, clasificaciéon automaética,
inercia intra-clases

1 Introduccion

Los métodos existentes para encontrar una particién en un nimero dado de clases de un
conjunto de individuos obtienen normalmente minimos locales [5, 6, 8, 16]. De ahi nuestro
interés por aplicar las técnicas de optimizacién combinatoria, tales como el sobrecalen-
tamiento simulado, los algoritmos genéticos y la bisqueda tabu [17].

Los problemas que trata la optimizaciéon combinatoria pueden definirse como sigue:
dado un conjunto finito y una funcién de costo sobre cada elemento de ese conjunto, se trata
de escoger al “mejor” elemento de ese conjunto. A pesar de que esta manera de presentar
la disciplina parezca casi trivial, en la prictica se encuentran una serie de dificultades
de indole matematica y computacional que hacen que la optimizacién combinatoria haya
tenido un gran desarrollo tedrico en los tultimos afos, principalmente en el campo de la
investigacion de operaciones.

En Analisis de Datos, surgen a menudo problemas de optimizacién combinatoria, como
es el caso de la clasificaciéon automatica, la regresion no lineal, el analisis de proximidades
(posicionamiento multidimensional), las rotaciones varimax oblicuas.

Desde el punto de vista de la clasificacién automaética por particionamiento, el conjunto
finito que mencionamos es el de todas las particiones de un conjunto de individuos €2 y la

*PIMAD, Escuela de Matemética, Universidad de Costa Rica, San José, Costa Rica; e-mail: jtre-
jos@cariari.ucr.ac.cr; investigacién que forma parte del proyecto PI-114-94-228 de la Vicerrectoria de In-
vestigacién, U.C.R.
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funcién de costo seria una funcién que mida la adecuacion de la particion. La funcion de
costo mas usada es la inercia (intra-clases o inter-clases), aunque no es la tnica.

Para tener una idea de lo que esto significa desde el punto de vista combinatorio,
si se denota por n el numero de individuos de €2 y k el numero de clases de la par-
ticiéon que se busca, entonces el nimero de particiones de Q2 en k clases es: S(n, k) =
% Zfzo(—l)k_l p (kkii)! k™ Asi, el nimero de particiones no vacias de € (es decir, el cardinal

del conjunto finito que mencionamos més arriba) serfa: II(n) = e~1 322, kk—’,l Poniendo al-
gunos niimeros conservadores en las férmulas anteriores, S(60,2) ~ 10'®, $(100,5) ~ 1058,
T1(10) = 115945, TI(15) = 1382958545 y T1(40) ~ 1.57 x 10%°.

En [3, 5] se usa la optimizacién combinatoria deterministica. Nosotros nos proponemos
la implementacién de los métodos llamados estocasticos, que —teéricamente— son mejores
para encontrar los éptimos.

A continuacién describimos brevemente los métodos de optimizacién combinatoria, es-
tocastica que hemos estudiado: sobrecalentamiento simulado y algoritmos genéticos. To-
dos estos métodos estan basados en la buena utilizacién de nitimeros aleatorios. Ademas,
proponemos dos métodos para realizar el particionamiento: uno empleando la técnica de
sobrecalentamiento simulado y el otro inspirado en un algoritmo genético. Aclaramos que
estas propuestas son solamente preliminares pues aun deben ser refinadas y se tienen que
hacer numerosos tests numéricos y comparaciones sobre conjuntos de datos para medir su
rendimiento. No descartamos tampoco que los algoritmos se puedan modificar con el fin
de obtener mejores resultados. Por otra parte, es necesario decir que aun no tenemos una
propuesta equivalente usando un algoritmo de busqueda tab.

2 Optimizacion combinatoria

2.1 Sobrecalentamiento simulado

El método de sobrecalentamiento simulado fue formulado por Kirkpatrick, Gelat & Vecchi
[13] en 1983, con el fin de encontrar los éptimos globales en problemas de optimizacién
combinatoria. Este método simula numéricamente el proceso fisico llamado sobrecalenta-
miento (annealing, en inglés) que describe la evolucién de un sistema fisico de un estado
desordenado hacia un estado ordenado: se calienta al principio el material para llevarlo al
estado liquido, luego se le enfria lentamente descendiendo la temperatura, hasta obtener
un estado sdlido muy estable.

El método de sobrecalentamiento simulado esté basado en el resultado siguiente de la
fisica estadistica: dada una temperatura T, el equilibrio térmico del sistema se alcanza
si la probabilidad de estar en un estado con energia E es proporcional a exp(—E/kpT),
donde xp es la constante de Boltzmann.

Para simular la evolucién del sistema fisico, Metropolis et al. introdujeron el algoritmo
siguiente, conocido como regla de aceptacion de Metropolis: partiendo de una configuracién
del sistema hacer una modificaciéon elemental del mismo, entonces

e si la energfa del sistema disminuye, aceptar la modificacion;
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e si la energia aumenta en AF, la modificacién puede ser aceptada con probabilidad
exp(—AFE/T) donde T es la temperatura.

En un problema de optimizacion combinatoria iterativa, el método de sobrecalentamiento
simulado utiliza el principio anterior. Se introduce un pardmetro de control ¢ € IRT que
juega el papel de la temperatura en un sistema fisico. Este pardmetro permitirad condi-
cionar el niimero de estados accesibles a partir de cada estado asi como la probabilidad
de acceder a él. El estado éptimo serd por lo tanto alcanzado si ¢ es disminuido de man-
era lenta y bien controlada. Se muestra que el método de sobrecalentamiento simulado
encuentra asintéticamente un 6ptimo global de la funcién a optimizar f (ver [1, 15, 17]).

Inicialmente, el pardmetro de control tiene un valor grande y se genera una sucesién de
estados del problema: dado un estado, se genera otro que puede ser aceptado siguiendo la
regla de aceptacién de Metropolis. Este proceso continia hasta que el equilibrio sea alcan-
zado, es decir, hasta que la distribucion de las configuraciones aproxima la distribucion
de Boltzmann dada por: Plestado = i] = % exp (%(’)) donde Plestado = i] es la
probabilidad de alcanzar el estado i, f es la funcién objetivo y Q(c) es una constante de
normalizacién que depende de c¢. En la practica, el parametro de control es disminuido por
niveles generando una sucesién de estados, lo que permite al sistema aproximar el equilibrio
para cada nivel. El algoritmo se detiene para un pequeno valor de c tal que practicamente
ninguna nueva generacion es aceptada. Se retiene por lo tanto como solucién del problema
tratado, el estado que optimiza f entre los estados de la sucesién generada.

2.2 Algoritmos genéticos

En términos generales puede decirse que los algoritmos genéticos son métodos heuristicos
de busqueda que sirven para hallar soluciones éptimas de algunos problemas matematicos
de tipo combinatorio.

Siguiendo a Davis y Steenstrup [4], un algoritmo genético para resolver un problema
combinatorio tiene 5 componentes principales:

1. Una representacion cromosémica de las configuraciones distintas del espacio de bus-
queda del problema. En todo el trabajo de Holland, y en el trabajo de muchos de
sus estudiantes, los cromosomas son representados por hileras de bits —listas de 0’s
y 1’s— de una longitud fija. Algunos investigadores ha explotado el uso de otras
representaciones, frecuentemente en conexién con aplicaciones industriales de los
algoritmos genéticos. Ejemplos de otras representaciones incluyen listas ordenadas,
grafos, y arboles.

2. Una manera de generar una poblacion inicial de soluciones. Las rutinas de inicial-
izacién de la poblacion varian. Para propdsitos de investigacién, buenos resultados
se obtienen al inicializar la poblacién al azar.

3. Una funcion de evaluacion que juega el papel del medio ambiente, calificando las
configuraciones en términos de su “valor de ajuste”. Hay una gran variedad de
propiedades de las funciones de evaluacién que mejoran o destacan el accionar de los
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algoritmos genéticos. Uno de ellos es el proceso de normalizacion que se utilice.
Un aspecto importante a considerar en el disefio de una funcién de evaluacién es la
implementacién de restricciones en las configuraciones o las soluciones. Las restric-
ciones que no pueden ser violadas pueden ser implementadas imponiendo grandes
multas en los individuos que las violan, imponiendo multas moderadas, o bien cre-
ando decodificadores de la representacion que eviten crear individuos que violen las
restricciones. Cada una de estas soluciones tiene sus ventajas y sus inconvenientes.
Gran parte del éxito de los algoritmos genéticos depende de la buena escogencia de la
funcién de evaluacion, y su adecuada normalizacion. Esta es una etapa que requiere
de experiencia y mucha intuiciéon por parte del usuario.

4. Una descripcion precisa de las operaciones genéticas que alteran la composicion de
los “nifios” durante la reproduccién. Una buena parte de la ingenieria y el arte
involucrados al presente en la aplicacion de los algoritmos genéticos a problemas
industriales se concentra en escoger la representacion cromosémica de las configura-
ciones y un conjunto de operadores genéticos tales como cruzamientos y mutaciones,
que lo lleven a uno rapidamente a sectores promisorios del espacio de busqueda.

5. Los valores de los parametros que el algoritmo genético utiliza (tamano de la poblacidn,
probabilidades de aplicar las operaciones genéticas, etc.)

Un importante resultado formal fue primeramente obtenido por Holland [12], el cual
establece que en espacios de biusqueda combinatoria grandes y complejos, dadas ciertas
condiciones especificas del problema, y escogiendo correctamente los parametros, los algo-
ritmos genéticos deberian converger a soluciones que seran 6ptimas globalmente, o muy
cercanas a tales 6ptimos.

Holland y Goldberg [11] desarrollaron el concepto de esquemas o patrones de similari-
dad para analizar el problema de la convergencia de ciertos tipos de algoritmos genéticos.
Para algoritmos que trabajan con representaciones de hileras de bits, el aspecto funda-
mental de la teoria consiste en observar que los algoritmos genéticos procesan esquemas o
patrones de similaridad, modificdndolos con el tiempo.

3 Particionamiento usando sobrecalentamiento simulado

En lo que sigue proponemos una metodologia para obtener una particién de un conjunto de
individuos usando la técnica de sobrecalentamiento simulado. En esta primera propuesta,
nos hemos basado en el algoritmo de transferencias [8, 16] de Régnier.

Sea  un conjunto de n individuos denotados z; y ponderados (con pesos w; > 0 tales
que >, w; = 1), sobre los que se han medido p variables cuantitativas z!,...,2P. Sea M
la matriz simétrica definida positiva que sirve para definir el producto interno (z;, x;/)pr =
r!Mzy entre individuos y la norma ||z]|2, = x'Mz. Si el contexto es suficientemente
claro, omitiremos la notacién de M.

Se quiere obtener una particién de ) en k clases bien separadas entre si y lo mas
homogéneas posible. Si P = (Py,..., P;) denota una particién de €2 en k clases, se quiere
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entonces minimizar la inercia intra-clases:
k
wW(P)=3_1(P)
j=1

con I(P) = > willz; — g(P;)|?,
iEPj

donde g(P;) = u_lj inepj w;x; es el centro de gravedad de la clase P; y p; = Zmiepj w; es
el peso de P;. Es bien sabido [6] que minimizar W es equivalente a maximizar la inercia
inter-clases: B(P) = Z?Zl 131195 — g%, donde g = >, cqw;a; es el centro de gravedad de

Q.

3.1 Caracteristicas del método propuesto

Sean S = IP; el conjunto de particiones de {2 en k clases y f = W la funcién a minimizar,
esto es, la inercia intra-clases. A partir de un estado (particiéon) P € IP; proponemos
obtener una nueva particion P de la siguiente manera:

1. escoger aleatoriamente un individuo x € 2
2. escoger aleatoriamente un indice £ € {1,...,k}
3. colocar a x en la clase Py

El anterior seria nuestro mecanismo de generaciéon. Debe notarse que con tal propuesta
una clase puede vaciarse, en cuyo caso el indice de la clase no desapareceria esperando
que quizas en un paso posterior sea “escogido” por algin individuo. Obsérvese también
que el indice de la clase escogido por un individuo puede ser el mismo indice que poseia
anteriormente, en cuyo caso no hay ningin movimiento y se pasa al paso siguiente.

Con el mecanismo de generacién propuesto, se implementard el sobrecalentamiento
simulado usando la regla de aceptacién de Metropolis y un programa de sobrecalentamiento
adecuado.

Véase que la propuesta tiene las siguientes caracteristicas:

e hay reversibilidad: en efecto, si z ha pasado de la clase j a la clase ¢, en cualquier
iteracion posterior se pueden escoger aleatoriamente tanto x como j y el individuo
x regresaria a la clase j;

e hay conexidad: dadas dos particiones cualesquiera P y P, en un numero finito de
generaciones aleatorias de individuos e indices se puede pasar de P a P por simples
transferencias de individuos;

e los vecinos de la particién ¢ = P son todas las particiones modificadas a partir de P
por la transferencia de un unico individuo x € €2; como para cualquier x hay k — 1
transferencias posibles y hay n individuos en €, entonces el cardinal del vecindario

S; es |Si| = n(k —1);
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e por lo anterior, la probabilidad de generar el estado ' = P a partir del estado i = P

I |
es Gy = 2h=T)

3.2 Algunas propiedades importantes

Para la implementacion del método descrito, es necesario calcular la variacién en la inercia
luego de una transferencia para decidir, segun la regla de Metropolis, la aceptacién de tal
transferencia. Con el fin de simplificar el cdlculo de esa variacién en el criterio, estudiamos
algunas propiedades importantes.

Denotaremos:

e P=(P,...,P) la particién que se tiene antes de la transferencia,

e 1 el elemento a transferir y w, el peso de =,

7 el indice de la clase en que estaba x en P,

¢ el indice escogido aleatoriamente (¢ # j),

P = (P, —{z};P,U{z}; P, h # j,{) la particién que se obtiene después de la
transferencia.
En vista de que para aplicar la regla de aceptacién de Metropolis es importante calcular

la variacion AW del criterio al pasar de P a P, veamos cémo se simplifica este cédlculo.
La inercia intra-clases de P es

k
W(P)=I1(P)+1(P)+ > I(P)
hh#:;e
y la de P es:
k
W (P) = I(P; —{}) + (P, U{z}) + > I(Py)
h;é:j?l

Al calcular la variaciéon AW = W (P) — W (P) se obtiene:
AW =1(P;) + I(Py) — I(Pj — {=z}) — I(P, U {x})
Ahora bien, siendo h y b’ dos clases, se sabe [6, 7] que si h N k' = () entonces

no_ / Knin ’
I(hUR) =1(h) +I(h)+m|lg(h) —g(h)|P?

donde pp = Y ;¢ wi denota el peso de la clase h y g(h) = /Jih > iehwit; es el centro de
gravedad de h.

Como P; = (P; — {z}) U{z} e I({z}) = 0 entonces:
et
Hp;—{z} + Wy

Hp,—{z}Wz
ELE (P — {a}) — 2

I(Fy) = I(Py—{z}) + lg(Pj = {z}) — ||

= 1P —{z}) +

J
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Por otra parte, como P, N {x} = 0, se ve que:

Hp,Wy 2
I(P, U =1(FP)+ ———||9(FP) —
(P {z}) = I(F) MPZJF%HQ( t) — ]

Asi, se tiene entonces que:

AW — //'Pj—{x}w:c

lg(P; — {z}) — 2> = 22| 1g(Py) — 2 (1)

7 wp, + Wy

Revisemos ahora el calculo de g(P; — {z}):

1
9P —{z}) = > wiz
KPj—{z} scp;
; 1
= HE; —( Z wixi—wxa:)
MPj_{m} 'tu {EiGPj

HP;
= 9(Pj) —
Bp—{z} 7 HP—{x)

Por lo tanto:

Hp; Hp,—{z} T Wz
9(P) — {z}) —al® = ||—2—g(py) - 22T T g2
P —{x} 1P —{z}
2
HP;
= (*) llg(P;) — x|
Hp;—{x}

Observacién: el coeficiente de ||g(P;) — z||? es mayor o igual a 1, por lo que ||g(P; —{z}) —z||* >
llg(P;) — z||?, lo cual tiene un sentido geométrico claro pues z interviene en el cdlculo de g(P))
mientras que no interviene en el de g(P; — {x}).

Por lo anterior, la igualdad 1 se convierte en:

AW =

Hp;We 2 Hp,Wx 2
lg(F;) — =||” = ———|lg(Pe) — || (3)
Hp;—{z} ! Hp, + Wy

De esta forma se ve que para el cdlculo de la variacién AW no es necesario calcular el
centro de gravedad de P; — {x} ni el de P, U {x}; tales célculos sélo se llevardn a cabo en
caso de ser aceptada la transferencia.

Noétese que en el caso frecuente en que los pesos son iguales, es decir Vi w; = 1/n, se
tiene:

AW — | P

a WHQ(P]) N x||2 n tid llg(Pr) — :17||2 (4)

(1P + 1)
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En caso de aceptar la transferencia, se deben calcular los nuevos centros g(P; — {x})
y g(P; U{x}). El primero ya fue determinado en la igualdad 2; veamos ahora el segundo:

1
gPpU{z}) = — Z Wik; + Wy
/’LPKU{Z‘} z;€P,
R S
/’LPKU{LE} /’LPKU{.’E}

Finalmente, escribamos las expresiones de estos dos centros de gravedad cuando todos
los pesos de los individuos son iguales:

9P~ {ah) = (PR~ )
1

g(PyU{x}) B+ 1

(| Plg(Pp) + )

3.3 Algoritmo

En una primera implementacién, pensamos utilizar como programa de sobrecalentamiento
el siguiente:

e parametro de control inicial ¢y determinado segin el procedimiento propuesto por
Aarts & Korst [1];!

e decrecimiento del pardmetro de control: ¢; := y¢;—1 con vy € [0.85,0.97];

e parametro de control final: cuando ¢; = 0 o cuando no ha habido ninguna transfer-
encia aceptada en las ultimas m iteraciones;

e longitud L de los niveles dada por 2n(k — 1), que es el doble del tamano de los
vecindarios.

Basados en la metodologia descrita y denotando P® la particién obtenida al final del
nivel ¢, proponemos el siguiente algoritmo:

Calcular el control inicial ¢

Determinar aleatoriamente la particion inicial P(©)
Calcular la inercia intra-clases W (P(©)

t:=0

!Dado un valor del pardmetro de control ¢, si m1 es el nimero de transiciones de ¢ hacia j tales que

f(@) > f(j), m2 el ntimero de las que cumplen f (i) < f(j) y A_f(ﬂ la diferencia promedio en la funcién de
costo entre las mq transiciones que hacen aumentar el costo, entonces se deberia encontrar el hecho que

yvisel
la tasa de aceptacién pueda ser aproximada por Yo ~ TiFm2exR(Af T/e) Py 1o tanto, dada una tasa de
mi1+mso

aceptacion inicial xo definida por el usuario, el valor ¢o puede ser calculado a partir de la siguiente manera:

definir ¢9 = 0, luego generar una sucesién de estados; después de cada sucesion, calcular un nuevo ¢o tal
()
Af

In(ma)—In(maxo—m1(1—xo0))’

que ¢cp =

hasta que esta sucesién converja a un valor.
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Repetir
Para s := 1 hasta 2n(k — 1) hacer
x :=x; con i = random{l,... ,n}
¢ =random{l,... k}
calcular AW al transferir z; hacia Pg(t)
aceptar la transferencia de acuerdo con la regla de Metropolis
fin(para)
Si W(P®) =w(PtD) =... = W(PI™) o si ¢, ~ 0 entonces
detenerse := verdadero
fin(si)
t:=t+1
calcular el nuevo control ¢;
Hasta(detenerse)

3.4 Resultados numéricos

Se ha aplicado el algoritmo descrito en la seccién anterior a varios juegos de datos: los
peces de Amiard [2] (matriz 23 x 16), los Iris de Fisher [9] (matriz 150 x 4), las notas
escolares [20] (matriz 9 x 5) y la sociomatriz de Thomas [2] (matriz 24 x 24). Presentamos
a continuacion brevemente los resultados preliminares obtenidos con la tabla de datos
escolares mostrada en la tabla 1 (las notas estan en la escala francesa de 0 a 20).

Mate Ciencias Francés Latin  Gimnasia
Jean 6 6 5 5.5 8
Alain 8 8 8 8 9
Anne 6 7 11 9.5 11
Monique 14.5 14.5 15.5 15 8
Didier 14 14 12 12.5 10
André 11 10 5.5 7 13
Pierre 5.5 7 14 11.5 10
Brigitte 13 12.5 8.5 9.5 12
Evelyne 9 9.5 12.5 12 18

Tabla 1: Tabla de las notas escolares

El algoritmo se aplico para 2, 3 y 4 clases, cada uno para un valor del parametro
~v de 0.85, 0.9 y 0.95. Para cada uno de esos tres valores se obtuvo la misma particién
(mostradas en la tabla 2).

Obsérvese que en la particion en tres clases hay dos clases contenidas en las clases de la
particién en dos clases, mientras que la clase { Anne, Pierre, Evelyne} se formé a partir de
elementos de clases distintas. Por su parte, la particién en cuatro clases nace de la unién
de André y Brigitte en una clase, manteniéndose los demés individuos en sus respectivas
clases.

En la tabla 3 se muestran los centros de gravedad para cada clase. Facilmente se
puede interpretar la particién en dos clases como una divisién entre malos (clase 1) y
buenos (clase 2) estudiantes. La particién en tres clases mantiene la clase de los malos y la
de los buenos, pero crea una nueva (con Anne, André y Evelyne) que tienen malas notas
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# clases | clases

2 clases | { Jean, Alain, André, Anne, Pierre}
{ Evelyne, Brigitte, Didier, Monique}
3 clases | { Jean, Alain, André}

{ Anne, Pierre, Evelyne}

{ Brigitte, Didier, Monique}

4 clases | { Jean, Alain}

{ Anne, Pierre, Evelyne}

{ André, Brigitte}

{ Didier, Monique}

Tabla 2: Particiones en 2, 8 y 4 clases

en las materias cientificas pero buenas en la humanisticas y en gimnasia. Finalmente, la
particon en 4 clases mantiene las tres clases con una interpretacién como la anterior, pero
crea una nueva (con Brigitte y André) con buenas notas en la materias cientificas y en
gimnasia, pero malas notas en francés y latin.

Mate Ciencias Francés Latin  Gimnasia
clase 1 7.30 7.60 8.70 8.30 10.20
clase 2 12.63 12.63 12.13 12.25 12.00
clase 1 8.33 8.00 6.17 6.83 10.00
clase 2 6.83 7.83 12.50 11.00 13.00
clase 3 | 13.83 13.67 12.00 12.33 10.00
clase 1 7.00 7.00 6.50 6.75 8.50
clase 2 6.83 7.83 12.50 11.00 13.00
clase 3 12.00 11.25 7.00 8.25 12.50
clase 4 | 14.25 14.25 13.75 13.75 9.00

Tabla 3: Centros de gravedad de las clases

4 Clasificacion automatica por medio de particiones: pro-
puesta de investigacion usando algoritmos genéticos

Se propone estudiar y programar el siguiente algoritmo genético, como método de clasifi-
cacién automatica por medio de particiones.

Sea ) una poblacién de n objetos, y sea 0 < k < n el nimero de clases en el cual
queremos clasificar los objetos de €2. Nos basamos en una medida de distancia d entre los
individuos de €2, y nos interesa hallar una particion de ) en k clases, de forma tal que se
maximice la inercia inter-clases de la particién B(P).

Para encontrar una clasificacién optimal de €2, investigaremos la bondad del siguiente
tipo de algoritmo genético:

e Se enumeran los objetos de 2 de 1 a n.

e Una particion especifica de €2 en k o menos clases se representara con una hilera
de n letras, donde cada letra representard el grupo al cual pertenece el objeto en
cuestién. Asi, la primera letra indica el grupo al cual pertenece el primer objeto, la
segunda letra indica el grupo del segundo objeto, etc.
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e Se utilizard una poblacién fija de tamano g > n hileras de letras o cromosomas, cada
una de las cuales representard a una particion especifica de € en k clases o menos.

e Como funcién de ajuste se utilizara la inercia intra-clases de la particién, normalizada
de forma conveniente para lograr acelerar el algoritmo.

e Se llevara a cabo la reproduccion o seleccién de los cromosomas en forma proporcional
a su respectiva funcién de ajuste.

e Se utilizaran mutaciones con probabilidad p,, a estudiar, las cuales consistiran en
modificar un alelo al azar del cromosoma que fuera escogido para mutar. El alelo o
letra se cambiara por otra de las letras, escogida al azar.

e Se utilizaran cruzamientos simples, con probabilidades p., por lo menos al principio
de la investigacién. KEstos consistiran, una vez establecidos los padres a cruzar, en
seleccionar al azar una posicién r entre 1 y n — 1. Luego los primeros r alelos o
letras de los padres se intercambiaran entre si en la descendencia de éstos, dejando
el resto de los alelos inalterados.

e Se estudiaran otro tipo de cruzamientos especiales que intenten incorporar algin
tipo de conocimiento previo del problema.

5 Perspectivas

Las dos propuestas metodoldgicas aqui presentadas deben ser estudiadas a fondo y eval-
uadas sobre conjuntos de datos reales y simulados. Los pardametros de los que dependen
también deben ser ajustados segiin cada juego de datos. Se piensa estudiar otros esque-
mas para la generacién de particiones en lugar del de transferencias, como por ejemplo
los usados en los métodos de nubes dinamicas; también la representacién de las clases por
su centro de gravedad se puede cambiar por otros tipos de nicleos, como por ejemplo la
escogencia de elementos representativos de cada clase, etc. Ademads, los resultados entre
los algoritmos deben ser comparados entre si y respecto a los algoritmos clésicos de clasi-
ficacién. Por otra parte, se debe considerar y estudiar una propuesta similar en el caso de
la busqueda tabu, y ésta también debera ser evaluada y comparada con otros métodos.
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CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE FORMAS CUADRATICAS
EN ESTADISTICA MULTIVARIADA

J. POLTRONIERI*

Resumen

En el estudio de las formas cuadraticas hemos obtenido resultados para la matriz
aleatoria Y ~ N(T',V ® X) en el caso V-singular. Los teoremas requieren que la
matriz ¥ sea no singular. Aqui estudiamos el caso Y-singular y obtenemos condiciones
similares al caso no singular. Ademds estudiamos las formas cuadraticas del tipo
Y'HY con H p x p simétrica.

Abstract

We consider the random matrix Y ~ N(I',V ® ¥) case V-singular and the case
when ¥ is singular. More-over we study the form of the type Y'HY with H p x p
symetric.

1 Introduccion

En el estudio de las formas cuadréticas hemos obtenido resultados ([4], [7]), en el caso en
que la matriz Y = (Y1,...,Y},) de n observaciones p-dimensionales se distribuya como una
N(I',V ® ¥) cuando V es singular. Todos estos teoremas requieren que la matriz ¥ sea
definida positiva. Sin embargo estos resultados se pueden generalizar al caso ¥-singular.
Se hace necesario definir la distribucion Wishart ¥-singular y se establecen propiedades
similares al caso no singular.

Las formas cuadraticas estudiadas son de la forma Y AY' = ZaaﬁYaYﬁ’ con A, xn
af

matriz simétrica, pero ademds se pueden definir las formas cuadraticas Y'HY con Hpyx,
simétrica. Se obtienen condiciones para que se distribuyan como una Wishart »-singular
o V-singular; asi como la férmulas de varianzas y covarianzas de las formas consideradas.

*Escuela de Matemética, Universidad de Costa Rica
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2 Notacion y definiciones

Consideremos n observaciones p-dimensionales Y, que escribimos
yv Yiu ... Y,

Y=(Y,...,.Y,) = : = R
Yv Yo ... Yy,

Las columnas representan n puntos Y, en IRP y las filas representan p puntos Y en
IR™. Silos vectores Y, ~ N(pq,%), @ = 1,...,n y son independientes se dice que Y
sigue una distribucién normal de media I' = (u1,..., 1) y de covarianza I ® ¥, donde
A ® B simboliza el producto de Kronecker de la matriz A y la matriz B, y la denotamos
Y ~ N(I',I ® ¥). Observe que Y se puede ver como un elemento del producto tensorial
IR™ ® IRP espacio vectorial de dimension np.

Consideramos el caso general en que cov(Yy, Yg) = vasX y escribimos Y ~ N(I', V ®3)
pues E(Y) =T, var(Y) = V®X = (cov(Yy,Ys)). Observemos que Y7 ~ N(mj,0;;V)
7=1,...py que o

cov(Y', Y7) =04V, cov(Ya,Ys) = vap2
donde I = (my,...,m) Le. Y ~ N(I", X @ V).
Consideremos una matriz simétrica A, x,, definimos una forma cuadratica por
n

YAY/ = 2_:1 62_:1 aaﬁYaYﬁ/.

Si B es una matriz ¢ X n, se define la forma lineal por X = Y B’, es decir si B’ =
n
(b1,...,by), entonces Xo =Y, = 3 bog¥p, a=1,...,q.
B=1
Consideremos algunos resultados (ver [4] y [7]) en el caso en que Y ~ N(I', V ® ) con
V' matriz definida positiva.

1. SiY~NI,V®X)y A, Bson matrices simétricas de orden n, entonces las formas
cuadraticas YAY' y YBY” son independientes <= AV B = 0.

2. SiY ~N(I,V®ZX)ysi B matriz ¢ X n, A matriz simétrica n x n, entonces Y B y
Y AY” son independientes <= BV A = 0.

3.51Y ~ NI,V ® ¥) y si A, B son matrices simétricas semidefinidas positivas,
entonces YAY' y Y BY” son independientes <= tr(AV BV) = 0.

3 Estudio de formas cuadraticas del tipo Y AY’

Definicién 3.1 Sea Y ~ N(I',V ® X) con X-singular, diremos que la matriz aleatoria
n
YY' = > Y, Y. se distribuye como una Wishart X-singular con n grados de libertad y

a=1
pardmetro de decentraje I'TY, si su funcién caracteristica es

d(O) = |I — 2192‘—%neitr(l—%@E)*l@FF”
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donde ¥ es singular y © es una matriz simétrica semidefinida positiva. En este caso
escribimos Y ~ W (X, n,T'T") X-singular.

Teorema 3.1 Sea Y ~ N(I',I ® ) X-singular y sea A una matriz simétrica n x n de
rango r, entonces Y AY' ~ W (X, r, T AT") X-singular <= A es idempotente.

Demostraciéon Sea A una matriz simétrica, existe P ortogonal tal que P’AP = D,
n
matriz de valores propios de A, es decir YAY' = ZD\Z' = Y A\ ZuoZl con Z =Y P ~
a=1
N(I'P,I ® %), entonces

n . ’ . —
(0) = I |~ 2iAa@| 2eRarn(l-20eOm) 0r.
a=

= |I- 22‘@2’—%T’eitr(l—%@E)*l@FAF’

siy sélo si A es idempotente, o sea Ay =1, a=1,...,7 A\ =0, a=r+1,...,n.

T
Observemos que p = T'P y que TAT” = Zl Mo bl
a=

Teorema 3.2 Sea Y ~ N(I',V ® X) X-singular, V no singular y sea A una matriz simé-
trica, entonces la forma cuadrdtica Y AY' ~ W (tr(AV), T AL") X-singular si y sdlo si AV
es idempotente.

Demostracién  Sea P no singular con PVP' =1, ie. Z =YP ~ N(I'P,I®YX).
Ast YAY' = Z(P)1AP71Z' ~ W(%,q,TAIY) Y-singular si y sélo si (P')"1AP™! es
idempotente, donde ¢ = tr(AV), es decir AV es idempotente.

Teorema 3.3 Sea Y ~ N(I',V @ X) X-singular, V -singular de rango r, entonces

YAY' ~ W(Z, tr(AV), TAT") X-singular si y solo si VAVAV = VAV
FAV AT = T ATY
FAVAV =TAV.

Demostracién SeaY =T+ XL/ donde X ~ N(0,1,®X), L, estal que V=LL"y
L'AL = D) matriz diagonal cuyos valores propios no nulos coinciden con los de AV. Asi
tenemos que

YAY' = XL'ALX' + TALX' + XL' AT + T AT

$(0) = E(eitI"@YAY’) _ pitrrare E(eitr(GXL’ALX’)+2it1“(XL’AF’®))'

Sabemos que trOXL'ALX' = > A\ X.0X,, trXL'AT'O = V., X,, donde b, =
a=1 a=1

L/ AT"O. Sea H,py, una matriz tal que ¥ = HH', H'OH = D, es una matriz diagonal

cuyos valores propios no nulos coinciden con los valores propios no nulos de ©X. Sea

Xo=HZ,, con Z, ~ N(0,1,), entonces
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X! ©0X, + 20, X, =Z HOHZ, + 2b,,HZ,
E(ei(xgexawb;xa)) =|I, - 2Z-H/®H|—%e—2b{1H(IT—2z’H’®H)*1H’ba
= |I, — 20|~z e~WaSIy=20%) " ba,
Asi la funcién caracteristica es

ATTAT'O 15 . L —2 ) LLAION(I-2i0%) 'OlAL,
P(©) =€ [1 | —2i00%| %e o=t
a=1

entonces YAY' ~ W(X, ¢, TAT”) Y-singular si y sélo si

- da=la=1,...,g=tr(AV); \a =0, a = q+1,...,r, es decir L'AL es idempo-
tente o lo que es equivalente VAV AV = VAV

- TAT" =TAVAV AT =T AV AT’
- TAV =TAV AV.
Para la demostracién es necesario verificar que si para todo O,
itr@A — itrOB + itr(I — 210%)'OB — 2trOX0(C — B) = itr(I — 2i0%)"'0D

entonces A = B = D lo que implica que trOX0(C — B) = 0 y por la forma de C — B
que se descompone de manera tal que trOX0O(C — B) = trHH' = 0 implica que H = 0
teniéndose que B = C.

Para demostrar que A = B = D se define © como la matriz cero, salvo en la entrada

1j. Asi tenemos que a;; = b;; y bj; = djj.

Corolario 3.1 Si Y ~ N(I',V ® %) X-singular, V-singular, entonces Y =T + KXL'
donde X ~ N(0,I, ® I,), V = LL', ¥ = KK'. Las matrices son de tamano Lyx,, Kpxs
con r = rangV, s = rang>.

Recordemos que si Y ~ N(I', V ® X), Y-singular o V-singular, entonces
Z=YH~NTH,HVHQ®Y)
X =AY ~ N(AI,V @ AXA")

Teorema 3.4 Sea Y ~ N(I',V ® X) X-singular, V-singular, entonces YA y YB son
independientes si y sélo si AV B = 0.

Demostracién Sea X ~ N(0,I, ® ¥) tal que Y =T + XL/, con V = LL'| L.xp,
r =rangV, entonces

YB=TB+XL'B=TB+KZL'B

YA=TA+ XL'A=TA+ KZI/A,

donde X = KZ,Z ~ N(0,I,®1;), KK' =%, Kpxs y s =rang¥. Asi, Y By Y A son inde-
pendientes <= K ZL'A, KZL'B son independientes <= ZL'A, ZL'B son independientes
< ALL'B=AVB=0.
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Corolario 3.2 cov(KZL'A,KZL'B) = AVB®X.
Si X ~ NI,V ®@X) S-singular, V-singular, coo KXA,HXB) =A'VB® KXH'.

Teorema 3.5 Sea Y ~ N(I',V ® ) X-singular, V-singular, entonces YAY' y Y B son
independientes si y sélo si BVAV =0 y B'VAI' = 0.

Demostracién Sea X ~ N(0,I, ® I;) tal que Y =T + KXL', con V = LL', Ly,
L'AL diagonal, KK' =3, K, entonces
YAY' = KXL'ALXK' + KXL'AT" + TALX'K' + T AT’
YB =TB+ KXL'B son independientes si y sélo si
KXL'By KXL'ALX'K' son independientes y KXL'B y KXL'AT son independientes,
es decir si y sélo si B'LL'AT" = B'VAIY =0y B'LL'AL =0 i.e. BVAV =0.
Corolario 3.3 YAY' y YBY’ son independientes si y sélo si VAV BV =0
TFTAVBI' =0
I'BVAV =TAVBV =0.
Teorema 3.6 Sea Y ~ N(I',V®X) X-singular, V-singular y sea Aypxp simétrica, Byx, y

Cpxp, entonces (YAY'+YB+C)* ~ W(Z, tr(AV), (A" + 1 B)'V (AL + 1 B)) S-singular
st y solo st

- VAVAV = VAV
- (AT +1B)'V = (AI" + 1BV AV
- (TATY +TB + C)* = (A" + 1B)'V(AL" + 1B), donde Q* = (Q + Q).

Demostracién Sea X ~ N(0,I, ® I;) tal que Y = I' + KXL', donde ¥ = KK/,
V = LL', ’AL = D) matriz diagonal de valores {\1,...,\.}, cuyos valores propios no
nulos coinciden con los valores no nulos de AV. La funcién caracteristica es
$(0) = eitr@(FAF’—i-FBJ,-C)*E(eitr@KXL’ALX’K’+2z’®KXL’(AF’+%B))
_ tTO(T AT 4T B+C)* ﬁ B(eha X6KOK Xat2ig, K Xa

a=1

donde G = (L'AT" + 1L'B)©, G' = (¢1,...,gr). Asf

-
' . -2 > ghK(Is—2iA K'OK) 7' K'gq
(b(@) — eztr@(FAF’+FB+C)* H ‘[s . Qi)\aK/@K‘_%C a=1 “
a=1
-2 > gh2(Ip—2iAaO%) lga
. « T i 1 « P
— (itro(NAI'+IB+C) I1 |1, — 20, 0% 2e o=t

a=1

es la funcién caracteristica de una Wishart X-singular si y sélo si
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-da=La=1,...,tr(AV)=¢ A\a =0, a=q+1,...,7, es decir L’AL es idempo-
tente <= VAV AV =V AV

q r
- trO(TA + TB+C)* =2 Y ¢\ 21, — 2i0%) " 1gy —2 Y ¢\ 30a =
a=1 a=q+1
itr(I — 2i0%)'O(Al” + 1 B)'V(AL' + 1B).
q
Si se toma en cuenta que g/, = L/ (AT + %B)@ y que > LoL!, = VAV se tiene que el
a=1

término de la izquierda es igual a itr@(I‘AF’+I‘B—|—C’)*—z't_rQ(AI"+%B)’VAV(AFH—%BH—
itr(1 —2i0%) 1O(AI"+1B)' VAV (A" +1B) —2trOS0 (A" + 3 B) (V -V AV)(AI' + 3 B),
por lo que se tiene

- (TAIY + B + O)* = (A" + : B)'V(AL" + 1B)
- (A" + $B)V = (A" + 1 B)V AV.

Para la demostracion de lo anterior se utiliza el mismo argumento del Teorema 3.3.
Una version similar al teorema de Cochran, estd dada por el siguiente teorema.

Teorema 3.7 Sea X ~ N(I',V ® X) X-singular, V-singular, sean A; n x n matrices
q
simétricas i = 1,...,q, rang(VA;V) =r; y sea A=Y A;, rang(VAV) =r. Si
i=1
i) V es no singular
it) V es singular, T =0

i11) V' es singular, I' # 0 y A; es semidefinida positiva i = 1,...,q, entonces las condi-
ciones siguientes

a) XA, X' ~W (S, 1, TAT) S-singular
b) XA; X' son independientes, i =1,...,q
¢) XAX' ~ W(Z,r,TATY) X-singular

q
d) r=>r
i=1
son implicadas por dos de las condiciones a), b), ¢) y por a) y d) (ver [9]).

Una generalizacion del Teorema de Barra se puede tener en el caso que X ~ N (I', V®X)
Y-singular, V-singular (ver [2]).

Teorema 3.8 Sea X ~ N(I',V®3) X-singular, V -singular, entonces la forma cuadratica
XAX' tiene por funcién caracteristica

i -2 LLADOX(I-21r,0%) 10T ALy +ifrOr AL
$(©) = T[ I —2ir,0%|"2 x e a=t
a=1
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donde q = rang(VAV), Lyx, = (L1,...,L,), LL' =V, L’AL = D, diagonal, r = rangV .
Si los q valores propios no nulos de AV son iguales a s y si AV AV AT = sTAV AT,
entonces
AV A
s

1 1

g(XAX’ —T(A- ) ~ W(3,q, ;I‘AVAI") Si-singular.

Teorema 3.9 SeaY ~ N(I',V®Y) Z-singular, V -reqular, A=V 1V -tP JPV = /tr(V~1),
donde P es una matriz ortogonal tal que PV P' = D matriz diagonal de valores propios de
V,J=11 conl =(1,...,1), entonces YAY' ~ W (X, n — 1,TAT). SiT = (u,..., 1),
entonces Y AY' ~ W (3, n —1).

Observaciones

- En la teoria se verifica que las formas cuadrdticas Y AY’ y Y BY” son independientes
siysélosi VAVBV =0, VAVBIY = VBVAI” =0, TAVBI' = 0.

- Si A es semidefinida positiva, estas condiciones se reducen a AV BV = 0, AVBI' =
0.

- Si Ay B son ambas semidefinidas positivas se tiene la condicién tinica AV B = 0.

- Las formas cuadraticas (Y AY'+Y A1+ As)*, (Y BY'+Y B;+ Bs)* son independientes
siy sélo si VAVBV = 0, VAVBI' + JVBV A, = 0, VBVAI' + i{VAVB; = 0,
TBV AT 4+ iTBV Ay + §BiVALI' + {B1V Ay = 0.

Si V' es regular la condicién de independencia se verifica si y sélo si AVB = 0,
BVA; =0, AVB; =0, B1VA; =0.

Hemos generalizado la nocion de distribucién Wishart para el caso X-singular y verifi-
cado que los resultados son similares al caso no singular. Este resultado nos servird para
estudiar las distribuciones del tipo Y/KY que analizaremos en la préxima seccién.

4 Estudio de las formas cuadraticas Y'KY

Consideremos K una matriz simétrica p x p y la forma cuadratica Y/KY matriz aleatoria
n X n, la cual se escribe

Yl/ ,
Y'EY =(Y',. .. ,YP)K | @ | =3 ]

P
Yp/ i=1j=

ki VY9!
1

donde Y ~ NI', S @ V), I'" = (v1,...,15), por lo que Y ~ N(v;,0;V), cov(Y,Y7) =
UijV.

Consideraremos primeramente el caso ¥ = I,. Sea P una matriz ortogonal tal que
PKP' = D, es la matriz diagonal de valores propios de K, entonces Y/KY = Z'D\Z =

P o
Y NZ'ZV, con Z' = (Z',...,2P) ~ N(I'P', I, ® V). La funcién caracteristica es

=1
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, , itr@f:)\ijZj’ » Lo, ' »
d(0) = E(eztr@Y KY) — E(e j=1 )= 11 ]I _ zi)\j@V’—gezAjuj(I—zzAjQV) Ov;
j=1

entonces la forma cuadratica tiene una distribucién Wishart W(V, ¢, I"KT), q = tr(K) si
y solo si

0(0) = 1] |1 - 20,0V v (-2x0V) 1o,
Jj=1
— | — 210V | 29¢itr(I-2i0V) " O KT

q
osealj=1,7=1,...,¢;\; =0,7 =q+1,...,p, esdecir K es idempotente pues ) VjV]/- =
i=1
I"KT'. Asi hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 4.1 Sea Y' ~ N(I",I, ® V), entonces Y'KY ~ W(V,q,I"KT) si y sdlo si K
es idempotente con q = tr(K).

Vamos a analizar el caso en que V' es singular y X es singular. Sea A una matriz p xr de
rango completo tal que AA’ = 3, A/ KA = D, matriz de valores propios no nulos iguales
a los valores propios de KXY y sea V = LL', L, de rango completo, s = rangV’, entonces
Y =T+ AZL', donde Z ~ N(0,I, @ I;). Asi Y'KY = LZZAKAZL + LZ'AKT +
I"KAZL' +T'KT por lo que

r . .
trOY'KY = > N ZVL'OLZ? 4 2tr Z' A’ KTOL + trI'KT

7j=1
r . . r .
= > NZV'LOLZ) +2 Y b;Z’ +trIVKT
j=1 J=1
b a
donde B’ = : = : KTOL. La funcién caracteristica es
bl al

$(0) = MT'ETe ﬁ E(ez‘,\jzj'y@szmb;Zj)
Jj=1
. T . _
— (MK [T |1 Zi)\jL/@Lr%e—2a3.KF@L(Is—2z)\jL’®L) 'O Ka;
=1
3 / r . _1 _94. — 2\ -1 ’ .
— eztrl" KTe H ‘[n N 21)\]9‘/’ e 20, KTOV (In—2iA;0V) 1Ol Ka;
J=1
. _l, s _9; —1977
— |I,, — 2iQV|" 39 —itT(In=2i0V) 1 OI'KT

siysblosi \; =1,7j=1,...,¢g =tr(XK); \; =0, 7 =g+ 1,...,7 (es decir /KA
q

es idempotente, o sea YKYKY, = YKY) y —2tr(I — 2i0V)~10I"K Y a;a; KI'OV —
j=1
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2uTOVOI'K 3 aja; K =—2tr(I-2i0V) ' OI' KX K KTOV-2trV OI'K (2~ S K L) KT'O.

J=q+1
Asi
—2trVOI'(KXK — KEXKXK)T'O + itr(I — 2i®V)_1@F’KEKEKF

—itrOI"KT — itrOIKS KL KT = itr(I — 2i0V) 1OV KT

por lo que I"KT = I"KXKYXKT, I'KYX = I"KYXKY.,, o sea I'KT' = I"KXKT (ver
Teorema 3.3), con lo cual tenemos el resultado siguiente.

Teorema 4.2 SeaY' ~ N(I',2®V) X-singular, V-singular, Y'KY ~ W (V, tr(KX),I"KT)
V-singular si y sélo si YKYXKY =YKY, I"KI'=TI"KXKI', I"KX =T"KXKX.

Teorema 4.3 Sea Y/ ~ NIV, X ® V) X-singular, V-singular, entonces Y'H, Y'K son
independientes si y sélo si H'XK = 0.

La demostracién es similar al argumento del Teorema 3.4.
Corolario 4.1 cov(AY'K,BY'H) = KXH' ® A'VB.

Los resultados siguientes son consecuencia inmediata de la analogia entre las formas
YAY'y Y'KY ylas formas Y B y Y'H que hemos demostrado en el Teorema 4.1 y el Teo-
rema 4.2. Para las demostraciones se repiten los argumentos utilizados en el Teorema 3.3.

Teorema 4.4 Sea Y' ~ NIV, X @ V) X-singular, V -singular, entonces Y'HY , Y'K son
independientes si y sélo si K'SHY. =0 y K'SHD = 0.

Corolario 4.2 Y'HY yY'KY son independientes siy sélo si YHYKY =0
I"HYKT' =0
I"HYKY =T"KXHY = 0.

Teorema 4.5 Sea Y' ~ N(I",2® V) V-singular, -singular y sea Hpx, simétrica, Kpxp
y Cpxn, entonces (Y'HY +Y'K + C)* ~ W (V,tr(HY), (HT + $K)S(HT + 1K)) V-
singular si y sélo si

- YHYHY = XHY
- (HT + iK)S = (HT + 1K)'SHY
- (I'HT +I'K + O)* = (HT + 1 K)'S(AT + 1K), donde Q* = 3(Q + Q).

Teorema 4.6 Sea Y ~ N(I'', X ® V) V-singular, X-singular, la funcién caracteristica de
Y'HY es

5 1 2 S L, HTOV(I-2iAa8V) " €T HL, +it7OI HT
$(0) = [I | —2irAOV| 2 xe am1
a=1

donde g = rang(XHY), Ly, = (L1,...,L,), LL' =%, L'HL = D) diagonal, r = rangX.
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Si los q valores propios no nulos de HY. son iguales a s y si VT HYHYHT = sI"HXHT,
entonces

HYH
S

1 1
;(Y'HY ~T'(H - ) ~ W (V,q, ;F'HEHF) V -singular.

Otros teoremas se pueden obtener intercambiando Y por Y/ y V por X y viceversa. A
continuacion en la tabla 1, se da un resumen de los resultados obtenidos hasta ahora, en
el caso general Y-singular, V-singular.

Y ~ NI,V ® ¥) E-singular, V-singular

YAY' ~ W(Z, tr(AV), T AT”) S-singular
sii VAVAV =V AV, TAV =TAVAV
TAV AT =T AT’

Y'HY ~W(V,tr(XH),I"HT) V-singular
si SHYHY. =YHY, TI"HYHY =T'H%
IYHYHT =T'HT

YAY’' y YBY’ son independientes
sii VAVBV =0, TAVBI'=0
I'BVAV =TAVBV =0

Y'HY y Y'KY son independientes
si SBHYKY =0, I'HXKI =0
I'HYKY =T"KXHY =0

Y B y YAY’ son independientes
sii BVAV =0, BVAT' =0

Y'K y Y'HY son independientes
si K'YXHY =0, K'SHI'=0

(YAY +YB+C)* ~

W (S, tr(AV), (A" + 1 B)'V(AT' + 1 B))
VAVAV = VAV

(AT" + iB)'V = (A" + iB)' VAV

(TAT' +TB+ C)* = (AT' + 1B)' V(AT + 3B)

Y.-singular sii

(YYHY' +Y'K +L)* ~

W(V,tx(SH), (HT + $ K)'S(HT + 1K)
YSHYHY = SHY

(HT + :K)'S = (HT + 3K)'SHY

(I'HT +I"K + L)* = (HT + 1 K)'S(HT + 1K)

V-singular sii

Tabla 1
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GAMS: UN PAQUETE DE OPTIMIZACION USADO EN
CALCULO DE VARIACIONES

LORENA SALAZAR SOLORZANO*

Resumen

GAMS 6 “General Algebraic Modeling System” es un software creado con el pro-
posito de programar y resolver modelos mateméticos de una manera mas comprensible
a cualquier usuario. Es usado principalmente en economia para resolver problemas
de optimizacién. Sin embargo, éste puede también ser usado con otros propédsitos en
otras dreas. En este articulo se pretende divulgar éste software y a la vez ilustrar una
técnica usando GAMS, la regla de Simpson para integracién y el método propuesto en
[3] usando series de Fourier, para trabajar con problemas en Célculo de Variaciones
con condiciones de frontera.

1 Introduccion

El desarrollo de GAMS surgié ante las experiencias frustrantes de un grupo de modeladores
economicos del Banco Mundial. Ellos tenian serios problemas entendiendo los detalles de
los programas de sus modelos. La mayoria de las veces solo los programadores podian
entender los detalles, y sobre todo detectar los errores. GAMS fué entonces diseniado
para cambiar esta situacién. Se trata de un paquete que estd compuesto por expresiones
algebraicas concisas, escritas en un lenguage que es facilmente comprensible a cualquier
lector. Asi, los investigadores que no son necesariamente expertos programadores, pueden
entender e incluso programar en GAMS y entender que es lo que estd pasando en cada
paso. Esto porque toda la informacién para entender el modelo, estd escrito en el mismo
documento: el programa en si. Toda la investigacién y creacién de GAMS fué hecha con
fondos del Comité de Investigacién del Banco Mundial, bajo la direccion de Alexander
Meeraus, en Washington, D.C. Muchos programadores han participado y siguen partici-
pando para extender este software. Con ésto se pretende aumentar la productividad de
los modeladores y extender el uso de los modelos matematicos en las politicas de anélisis
y decisiones econémicas y de otras ramas.

Es importante que los matematicos lo conozcan. Si se quiere trabajar al lado de
economistas, ecologistas, bidlogos, etc. se deben conocer sus herramientas.

*Escuela de Matematica, Universidad de Costa Rica y The University of Toledo. Este trabajo forma
parte de la tesis de Maestria
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2 Estructura de un modelo en GAMS

Un programa usando este paquete, consiste en un conjunto de entidades escritas en el
lenguaje de GAMS y separadas por un punto y coma. Cada uno de ellos incluye una
declaracién y asignacion. Es decir, se define la existencia de cada una y luego se le asigna
un valor o expresion algebraica. Con el fin de ilustrar un programa en GAMS, se presenta a
continuacion un ejemplo de un programa de integracion numeérica, para mostrar su posible
uso en Matemética. Se trata de la programaciéon en GAMS del bien conocido algoritmo
dado por la Regla de Simpson para integracion. Para esto usamos un ejemplo especifico.
Integramos la funcidn:

F(z) = 4(sen2x — 1)* — 4(cos 22)* + 8(sen2z — 1)

en el intervalo [0, 7/4].

$TITLE SIMPSON’S RULE INTEGRATION

$0FFUPPER
$ONTEXT
REGLA DE SIMPSON PARA INTEGRACION
$0FFTEXT
SETS
I indice contador terminando en n menos 2 sobre 2 /1x25/

J indice contador terminando en n menos 2 sobre 2 /1*24/;
SCALARS

N numero de subintervalos /50/

A lado izquierdo del intervalo /0/

B lado derecho del intervalo /.7853975/;
PARAMETERS

H longitud de cada subintervalo

0(I) nodos impares

E(J) nodos pares

FA valor de la funcion en el punto inicial

FB valor de la funcion en el punto final

FO(I) valor de la funcion en los nodos impares

FE(J) valor de la funcion en los nodos pares;
H= (B-A)/N; FA = -8; FB = 0;
0(I) = A + (2%x(ORD(ID-1) + 1) * H; E(J) = A + 2x0RD(J)*H;
FO(I) =4*SQR(SIN(2%0(I))-1) - SQR(2+COS(2*0(I))) + 8*(SIN(2*0(I))-1) ;
FE(J) =4*SQR(SIN(2*E(J))-1) - SQR(2%COS(2+E(J))) + 8*(SIN(2+E(J))-1) ;
VARIABLE
Z aproximacion de la integral;
EQUATIONS
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INTGRL define la funcion objetiva;

INTGRL. . Z =E= H/3%(FA+FB+4*SUM(I,FO(I)) +2*SUM(J,FE(J)));
MODEL SIMP /ALL/;

SOLVE SIMP USING NLP MINIMIZING Z;

DISPLAY Z.L, Z.M;

Se mencionan a continuacién los componentes basicos de un modelo en GAMS, con refer-
encia al ejemplo anterior.

Encabezado:

Aqui se incluyen comandos que generan un cambio en todo el reporte del programa. Ex-
isten varios de ellos. Sin embargo los siguientes son los méas usados.

$TITLE:

Este se usa para que en el reporte final aparezca el titulo del programa en la parte superior
de cada hoja.

$OFFUPPER:

GAMS no distingue entre letras mayusculas y minusculas. Sin embargo, es recomen-
dado usar mayuisculas para distinguir entre los comandos del lenguaje de GAMS y las
minusculas para los comentarios y texto explicativo. Para obtener ésta diferencia entre
letras mayusculas y mintsculas en el reporte final, se usa éste comando. En caso contrario
todo aparece en mayuscula.

$ONTEXT y $OFFTEXT:

Todo lo que esté entre estos dos comandos, es interpretado por los compiladores de GAMS
como comentarios. Usualmente se usa al principio del programa para dar una breve ex-
plicaciéon del modelo y algunas referencias. Ahora, si se hace un pequeno comentario de
sblo una linea, se puede anteponer un asterisco *, y serd también considerado como un
comentario.

Entradas:

Aqui se declaran los indices del modelo. Se escribe después del comando “SETS”. En el
ejemplo anterior, se declaran dos conjuntos de contadores para contar los nodos pares e
impares de la particién, de acuerdo al algoritmo de Simpson. Note que el asterisco indica
que el contador “I” va de 1 a 25. Los contadores no tienen que ser nimeros enteros.
Pueden ser palabras, anos, etc.

Datos:

Aqui se incluyen toda la informacion de datos del modelo. Se pueden usar cualquiera de
los comandos PARAMETERS, TABLES, SCALARS dependiendo de los datos. Note que
aqui se declaran todos los pardmetros primero (con un punto y coma al final del dltimo); y
luego se dan las asignaciones de cada uno (separados por punto y coma también). Aunque
también se pueden definir y asignar cada uno separadamente. Note que el asignamiento
para“O(I)” es realmente un ciclo que asigna para cada I = 1,2, ...,25 un valor para indicar
los nodos impares. Esto marca una gran diferencia con los lenguajes usuales como Fortran,
donde la misma asignacién deberia haber sido escrita usando un ”for”, por ejemplo. Note
la simplicidad de GAMS.
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Variables:

Bajo el comando de “VARIABLES” se incluyen la o las incégnitas del modelo (pueden
ser funciones). Se debe, ademds, declarar cada variable, asignar el tipo y opcionalmente
dar un asignamiento de cotas para dicha variable. En el programa anterior, simplemente
se hizo la declaracién de una sola variable para referirse a la integral a aproximar.

Ecuaciones:

Bajo el comando “EQUATIONS?” se indican las relaciones entre las variables y parametros.
Note otra vez que aqui tanto“I” como“J” son contadores y estan variando cada uno en
su correspondiente rango. Por lo tanto “INTGRL..” es un nombre para referirse a un
conjunto de ecuaciones, escritas como un sistema, para el cual se quiere encontrar una
solucién 6ptima.

Solucion:

Finalmente, para encontrar una solucién éptima al problema, se usa el comando “SOLVE”,
indicando que tipo de modelo es. Se usa “LP” para programacién lineal, “NLP” para pro-
gramacién no-lineal, “MIP” para programacion entera mixta o “RMIP” para programacién
mixta entera relajada, dependiendo del modelo especifico. Por supuesto si se quiere max-
imizar escribimos el comando “MAXIMIZATION” en lugar de “MINIMIZATION”. Note
que hay que indicar el nombre del modelo a resolver; ésto porque GAMS permite resolver
varios modelos en el mismo programa.

Despliegue:

Este componente es opcional. Aunque el despliegue de informacién que la corrida de
GAMS nos da, es muy completo, con el comando “DISPLAY” podemos solicitar a GAMS
informacién adicional del modelo. Después de la ejecucién del programa, GAMS devuelve
todos los niveles y mérgenes de aproximacion. Aqui “Z.L” y “Z.M” se refieren al nivel
inicial y margen de error en las aproximaciones.

Finalmente, es importante enfatizar que no siempre se obtendra una solucién éptima
al problema. En cualquier caso GAMS estd equipado con un buen sistema de mensajes
para dar una idea de cual puede ser el error o problema. Es responsabilidad del progra-
mador verificar la existencia de una solucién local o global, usando otros medios. GAMS
también ofrece una serie de opciones que pueden controlar y agilizar la convergencia. El
programador tiene la posibilidad de cambiar ciertos valores “default” en valores més con-
venientes al problema especfico. Por ejemplo se puede cambiar el nimero de iteraciones,
tolerancia, cotas para las variables, valores iniciales, etc; con el fin de ayudar a que se dé
la convergencia hacia una solucién éptima.

3 Un problema de Optimizacién en Calculo de Variaciones

Se presenta a continuacién un problema de optimizacién clésico de cdlculo de variaciones.
Con ello se quiere ilustrar no sélo el uso de GAMS como lenguaje usado, sino que también
se ilustra el método de aproximacién directa propuesto en [3] para éste tipo de problemas.
En éste ultimo, se propone aproximar la funcién solucién X (t) del problema de maximizar
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el funcional .
J[X] :/0 F(t, X(8), X (t — ), X (£)) dt (1)

por medio de series truncadas de la serie de Fourier Coseno. También en [3] se mostr6 que
si X,,(t) es la serie truncada de Fourier Coseno de X (t), entonces

J[X,(t)] — J[X(t)] cuando n — oo.
Esto siempre y cuando X (t) satisfaga las condiciones:

(A.1) X() es continua y periédica de periédo 2,
(A.2) X (¢) es absolutamente integrable, i.e [|X(¢)|dt < oo,
(A.3) X(t) es suave a trozos.

El ejemplo que a continuaciéon se presenta resulta ser el caso més simple en calculo de
variaciones sin retardo. Especificamente queremos maximizar el funcional:

T
J[X] = /0 F(t, X(8), X (¢)) dt 2)
X(0) = A X(T)=B

donde A, B son constantes. Este tipo de problemas puede ser considerado como un caso
particular del método para problemas con retardo propuesto en [3] tomando 7 = 0. As{
se aproximan las funciones variables

X(t) por X,(t)= % + Z ay, cos(ktm/T)
k=1

X(t) por Xu(t)= z“: —(km/T)agsen(ktr/T).
k=1

Existen diferentes métodos de integracién para aproximar ()2 . Sin embargo,para éste
caso se escojié la regla de Simpson (programada en GAMS anteriormente). Este método
de integracién es facil de usar, simple y con un grado de precisiéon bastante razonable para
una gran variedad de integrales. Para ello se define:

Fy = F(0,X,(0),X,(0)
FT = F(TaXn(T)7Xn(T))

Fk = F(tk,Xn(tk),Xn(tk)) k:1,...,n

donde 0 < t] <ty < --- < t, =T, entonces la regla de Simpson para este funcional es

n—1 n—2

T
J[Xn]:g Fo+4 > Fy+2> Fi+Fr|. (3)
kiﬁ;gar kk;fr
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Se busca que GAMS nos dé como resultado nimeros a1, as, . . . , a, para los cuales la integral
aproximada asuma su valor éptimo en la vecindad y también satisfaga las condiciones

w  § . a ko, —
DY a=a D=8
k=1 k=1
Ejemplo 1 Mazimize el funcional
w/4
JX] = / (4X% — X? +8X)dt
0
X(0) = -1 X(m/4) =

Observe que la ecuacion de Euler-Lagrange para éste caso estd dada por

_4d
o dt

de modo que la solucién general para éste ejemplo es:

Fx Fy=X+4X +4=0
X(t) = k1 cos(2t) + kasen(2t) — 1,

donde k1, ko son constantes arbitrarias. De ésto se sigue que la uinica solucién a través de
los puntos (0,—1) y (7/4,0) es

X(t) = sen(2t) — 1. (4)

Se puede observar que el integrando de éste funcional y la solucién real (4), satisfacen
todas las condiciones requeridas. Por lo tanto se espera una buena aproximacién cuando
n crece. El problema de aproximacion en éste caso se reduce a:

T[X,] = /Oﬂ/44

- li(—élk‘)aksen@k:t)
k=1

n 2
% + kzz:l ag cos(4kt)]

2 n
+8 % + Z ay cos(4kt) | dt,

k=1

sujeto a las condiciones
ag ao z
— . k —
—I—E ap = —1; —I—kgl( 1) ar = 0.

A continuacion se incluye el programa escrito en GAMS para éste ejemplo.

$TITLE OPTIMIZATION WITH DELAY VARIABLE
$0FFUPPER
$ONTEXT

UN PROBLEMA SIMPLE DE CALCULO DE VARIACIONES



156 L. SALAZAR

$OFFTEXT
SCALARS
PI  /3.14159/
U punto final del intevalo /.7853975/

N numero de subintervalos /50/

A lado izquierdo del intervalo /0/

B lado derecho del intervalo /.7853975/;
SETS

T indice contador para el dominio
I indice contador para los nodos impares /1%25/
J indice contador para los nodos pares /1%24/
M indice para contar los terminos de la serie de Fourier /1 * 45/;
PARAMETERS
H step size
0(I) odd nodes
E(J) even nodes
L(T) nodes for X
HX step size for X;
H = (B-A)/N; HX = U/15;
0(I) = A + Hx ( 2¢x( ORD(I)-1 ) + 1);
E(J) = A + (2x0RD(J)) * H;
L(T) = A + ( ORD(T)- 1)*HX;
VARIABLES
Z aproximacion de la integral
C(M) coeficientes de la serie de Fourier
CO primer coeficiente;
EQUATIONS
EQXA valor de X en el punto inicial igual Phi(0)
EQXB  Valor dado en el punto final U
INTGRL define la funcion objetiva;

EQXA.. C0/2 + SUM(M, C(M)*COS( ORD(M) * (PI/U)*A) ) =E= -1;
EQXB. . C0/2 + SUM(M, C(M)*COS( ORD(M) * (PI/U)*B) ) =E= O;
$ONTEXT

Regla de Simpson para integracion

X(T) = C0/2 + SUM(M, C(M)*COS( ORD(M) * (PI/U)* (T) ) )
DX(T) = SUM(M, -(PI/U)*C(M)*0RD(M)=*SIN( ORD(M)*(PI/U)*(T) ) )

F(t,X(t),DX(t)) = 4xSQR(X) - SQR(DX) + 8%X

Z =E= H/3%( FA + FB + 4%SUM(I,FO0(I)) + 2xSUM(J,FE(J)) )
$0FFTEXT
INTGRL.. Z =E= (H/3)*

(

4x3QR( CO/2 + SUM(M, C(M)*COS( ORD(M) * (PI/U)* (A) ) ) )

- SQR(SUM(M, -(PI/U)*C(M)*0RD(M)*SIN( ORD(M)*(PI/U)*(A) ) ))
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+ 8x(C0/2 + SUM(M, C(M)*COS( ORD(M) * (PI/U)* (A) ) ))

+ 4x3QR(CO/2 + SUM(M, C(M)*COS( ORD(M) * (PI/U)* (B) ) ) )
- SQR(SUM(M, -(PI/U)*C(M)*0RD(M)*SIN( ORD(M)*(PI/U)*(B) ) ))
+ 8%(C0/2 + SUM(M, C(M)*COS( ORD(M) * (PI/U)* (B) ) ))

+ 4*SUM(I,

4%SQR(CO/2 + SUM(M, C(M)*COS( ORD(M) * (PI/U)* (O(I)) ) ) )

- SQR(SUM(M, -(PI/U)*C(M)*0RD(M)*SIN( ORD(M)*(PI/U)*(0(I)) )))
+ 8%(C0/2 + SUM(M, C(M)*COS( ORD(M) * (PI/U)* (OCI)) ) ) )

+ 2% SUM(J,
4x3QR(C0/2 + SUM(M, C(M)*COS( ORD(M) * (PI/U)* (E(J)) ) ) )
- SQR(SUM(M, -(PI/U)*C(M)*0ORD(M)*SIN( ORD(M)*(PI/U)*(E(J)) )))
+ 8%(C0/2 + SUM(M, C(M)*COS( ORD(M) * (PI/U)* (E(J)) ) ) ))
);
MODEL MAX /ALL/;
SOLVE MAX USING NLP MAXIMIZING Z;
PARAMETER
XN(T) funcion maximizadora
X(T) Solucion verdadera
ER(T) error de aproximacion;
XN(T) = CO.L/2 + SUM( M, C.L(M)*COS( ORD(M)*(PI/U)*L(T)));
X(T) = SIN(2+L(T)) - 1;
ER(T) = XN(T) - X(T);
DISPLAY L,XN,X,ER;
*Escribe los resultados en una tabla en RESULT.DAT
file res /RESULTS.DAT/;
put res;
PUT "GAMS SOLUTION (maximization without delay)"/
PUT "Approximated solution versus true solution (n=45)"/

PUT Mo mmm oo ",/
PUT " t Xn(t) X(t) X(t)-Xn(t) "/
PUT Mo mmm oo ",/
LOOP(T,

PUT L(T):10:5,PUT XN(T):10:5,PUT X(T):10:5,
PUT ER(T):10:5 /; );
PUT // "Model status:"
put$ (max.modelstat eq 1) "Optimal";
put$ (max.modelstat eq 2) "Locally optimal";
put$ (max.modelstat eq 3) "Unbouded";
put$ (max.modelstat eq 4) "Infeasible";
put$ (max.modelstat eq 5) "Locally infeasible";
put$(max.modelstat eq 6) "Intermediate infeasible";
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t Xat) | X(t) | X(t) = Xa(t)
0.00000 | -1.00000 | -1.00000 0.00000
0.05236 | -0.90592 | -0.89547 -0.01045
0.10472 | -0.80347 | -0.79209 -0.01138
0.15708 | -0.70294 | -0.69098 -0.01195
0.20944 | -0.60522 | -0.59326 -0.01196
0.26180 | -0.51132 | -0.50000 -0.01132
0.31416 | -0.42249 | -0.41222 -0.01028
0.36652 | -0.34002 | -0.33087 -0.00915
0.41888 | -0.26501 | -0.25686 -0.00816
0.47124 | -0.19825 | -0.19098 -0.00726
0.52360 | -0.14031 | -0.13398 -0.00633
0.57596 | -0.09170 | -0.08645 -0.00524
0.62832 | -0.05292 | -0.04894 -0.00397
0.68068 | -0.02446 | -0.02185 -0.00260
0.73304 | -0.00670 | -0.00548 -0.00122
0.78540 | 0.00000 | 0.00000 0.00000

put$ (max.modelstat
put$ (max.modelstat
put$ (max.modelstat
put$ (max.modelstat
put$ (max.modelstat
put$ (max.modelstat

put //

"Solution time:

Tabla 1: GAMS: Ejemplo 1 (n=25)

eq 7) "Locally nonoptimal";

eq 8) "Integer solution";

eq 9) "Intermediate non-integer";
eq 10) "Integer infeasible";

eq 12) "Error unknown";
eq 13) "Error no solution";

"Max.resusd
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Figura 1: Ejemplo 1 (n = 25)

Note que la solucién aproximada satistace las condiciones iniciales en 0 y 7w/4. Los
resultados obtenidos de la tabla 1, muestran dos cifras significativas. Mas ilustrativo
resulta ser el grafico (ver figura 1), el cual incluye no sélo la solucién aproximada sino
también la gréafica de la solucién real. Como puede observarse, la aproximacién resulta
bastante aceptable.

4 Conclusion

El objetivo principal de éste articulo ha sido el de divulgar GAMS, como una alternativa
para cualquier usuario que no tiene interés en conocer los detalles especificos de los difer-
entes “solvers”. En éste sentido GAMS posee muchas ventajas sobre otros lenguajes de
programacién. Una de ellas es que cualquier lector puede entender facilmente el programa
en GAMS escrito por otra persona, sin necesidad de ser un experto en programacién. To-
dos los componentes de GAMS son sencillos, escritos en una manera muy natural y precisa.
Sin embargo, el no conocer los detalles de cémo se encuentra la solucién puede resultar
desventajoso. Si se encuentra una solucién 6ptima (para el caso de problemas lineales)
6 localmente 6ptima (para el caso de problemas no lineales), todo marchard bien. Pero
si GAMS no encuentra una solucién éptima, empiezan los problemas. Las razones por
las cuales GAMS falla pueden ser muy variados. En éstos casos se podria intentar usar
el comando “OPTIONS” para cambiar algunos valores “default’, que generalmente son
adecuados en muchos problemas, pero que pueden dificultar la convergencia en otros ca-
sos. Se deben intentar varios cambios, como por ejemplo tratar de agilizar la convergencia
con un buen punto inicial de arranque, cambiar los valores de acotacién (si se incluyeron
algunos), reprogramar el modelo usando escalas, aumentar el nimero de iteraciones, etc.
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En general se debe tratar de simplicar lo mas que se pueda el problema. Todos éstos
cambios resultan en un “ensayo y error”, que en la mayoria de los casos consume mucho
tiempo. Lo fundamental es entender bien el problema especifico, para resolver la posible
dificultad.

Otra desventaja de GAMS, sobre todo de las versiones para estudiantes, es que éstas tienen
limites en cuanto al nimero de variables y ecuaciones usadas. Usualmente se permiten
500 variables y 500 ecuaciones. Aunque existen versiones de GAMS donde no existe éstos
1{mites.

En problemas no lineales de calculo de variaciones con o sin retardo, encontrar una solucion
optima resulta dificil en la mayoria de los casos, no importa el método y lenguaje de pro-
grmacion que se use. En todo caso, lo que hallamos es una solucién local. Sin embargo el
método propuesto en [3] de aproximar la funcién variable por medio de series de Fourier,
resulta util y aplicable.
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APLICACION DEL ANALISIS :

‘INFERENCIA SIMULTANEA DE MEDIAS’
AL ESTUDIO DE LA PERSONALIDAD SEGUN SEXO

IRENE SCHIATTINO L.! — TERESA SANFUENTES! — FERNANDO LoLas S.!

Resuimen

El propdsito de este trabajo es determinar posibles diferencias de personalidad entre
hombres y mujeres en base a la version revisada del Cuestionario de Personalidad de
Eysenck, utilizando un modelo de analisis estadistico multivariado. Este cuestionario
mide tres dimensiones de personalidad: Psicoticismo, Extraversion, Neuroticismo y una
Escala de Mentira, las que fueron evaluadas en dos grupos de individuos, 118 mujeres
y 263 hombres, homogéneos en cuanto a edad y nivel socioeconémico. Los resultados,
muestran que hay diferencia” estadisticamente significativa de los vectores de medias
de las variables de este cuestionario entre hombres y mujeres, siendo la dimensién de
Psicoticismo la variable que contribuye a esta diferencia.

Palabras clave: cuestionario de personalidad de Eysenck, inferencia simultianea de medias.

1 Introduccién

Son numerosas las relaciones postuladas entre los estados afectivos, tales como: afecto
positivo y negativo, inestabilidad, frialdad emocional, actitudes paranoides, propensién a
conductas psicopaticas, tendencias a la recuperacién de enfermedades somaticas, etc. y
los rasgos de personalidad evaluados mediante el Cuestionario de Personalidad de Eysenck
(EPQ-R). ;

Este cuestionario mide tres dimensiones de personalidad: Psicoticismo (P), Extraversion
(E), Neuroticismo (N) y una Escala de mentira interpretable como Deseabilidad Social, las
que son consideradas como reales confiables y replicables segiin muchos estudios.

El propésito de este trabajo es, desde uma perspectiva paramétrica, determinar posi-
bles diferencias de personalidad entre hombres y mujeres basados en las evaluaciones de la
versién revisada del Cuestionario de Personalidad de Eysenck (Eysenck et al. 1985 [3]), el
que fue aplicado a-dos grupos de individuos, 118 mujeres y 263 hombres, homogéneos en

! ESCUELA DE SALUD PUBLICA. FAC. DE MEDICINA, Div. NorTE. DpTO. DE PsiQUIATRIA DE LA U.
DE CHILE. INDEPENDENCIA N°939. Fono 7776560 Fax: 7355582. Cas. 70012. CORREO 7. SANTIAGO-
CHILE - (ProYECcTO FONDECYT NUM. 1940392/94)
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cuanto a caracteristicas sociodemograficas. El establecimiento de tales diferencias tendrian
importancia tedrica y clinica, en este ultimo aspecto una posible diferenciacion ayudaria al
pronostico, estrategias de tratamiento y mantencion de los logros obtenidos.

Para tal efecto, se aplica una décima de significaciéon multivariada: “Inferencia simul-
tanea de medias para dos muestras independientes”, con el fin de controlar los efectos de
correlacion positiva entre las variables, comqia.mhién las tendencias a diferencias significa-
tivas individuales debidas al azar.

2 Material y método

La muestra empleada en este estudio consta de 429 personas pertenecientes a un programa
de evaluacién psicoldgica orientado a determinar su adecuacién laboral, de los cuales 141
eran mujeres y 288 hombres. : y

A ambos grupos se les aplicé la version. revisada del Cuestnonano de Personalidad de
Evsenck (Eysenck et al. 1985 [3]). Este cuestionario cosnta de 101 items que evalian
tres dimensiones principales de la Personalidad: Neuroticismo (N ), estructuras limbicas o
hipotaldmicas ante situaciones de conflicto o demanda; Extraversion (E), se refiere a la
activacién del sistema talamo-cortical, con la consiguiente modificacién del arousal, predice
rendimientos atencionales, condicionabidad y conducta social; Psicoticismo (P ), se relaciona
con la impulsividad, tendencia a reaccionar de modo inesperado, frialdad emocional, y
actitudes paranoides, caracteristicas identificadas como. propensién a condusta psicopatica;
finalmente la Escala de Mentira (L), inferpretable como Deseablhda.d Social pretende medir
la intencién de falsificar las respuestas.

La administracién de este cuestionario se realizé conjuntamente con otros instrumen-
tos de personalidad y ansiedad no incluidos en este estudio; cuyo andlisis serd objeto de
estudios posteriores. El Cuestionario de Personalidad fue contestado por todos los sujetos
y las respectivas respuestas fueron registradas como. puntajes personales y en unidades de
medicién homogéneas.

De la muestra original se eliminaron los caso que presentaban mediciones extremas en
algunas variables; todas las observaciones correspondientes al nivel socioeconémico alto,
de acuerdo a la Escala Social de Graffar (del nivel socioeconémico bajo no habian obser-
vaciones) y los individuos con edades menores a 18 afios con el fin de evitar diferencias
consecuentes a estos iltimos factores.

De esta forma, el estudio se basé en un grupo de 118 mujeres y 263 hombres pertene-
cientes al nivel socioeconémico medio. La edad promedio de las 118 mujeres es de 30.12
afios con una desviacién estandar de 8.5 afios. La edad promedio de los 263 hombres es de
28.18 afios con una desviacion estandar de 7.5 afios para los hombres.

Para lograr el objetivo propuesto, se aplicé el modelo del andlisis estadistico multiva-
riado: “Inferencia simultidnea de medias” para dos muestras independientes, cuyas hipotesis
se dociman a través de la estadistica T2 de Hotelling. Si se rechaza la hipétesis de igualdad
de vectores de medias, este andlisis permite construir Intervalos de Confianza (de Roy-Bose)
para determinar la o las-variables que contribuyen a esta diferencia.

La aplicacién de este analisis requiere que las variables presenten distribucién normal
multivariante en cad uno de los grupos, y con igual, aunque desconocida, matriz de co-
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varianza. Este modelo se presenta en variados textos de Analisis Multwanado tales como
[4, 6, 10]. En el segundo de ellos se basa prmt,lpalmente este trabajo.

3 Analisis de los resultados

En la Tabla N°1 se presenta una descripciéon de la muestra sobre la base de las variables
consideradas en el estudio. Se observa que las medias y desviaciones estandar de las diferen-
tes variables difieren en distinto grado en los grupos. Segiin la prueba de Wilcoxon para dos
muestras independientes, la edad resulta no significativa al nivel del 1% y las puntuaciones
para el nivel socioeconémico, NS, pertenecen a un nivel medio de acuerdo a la Escala Social
de Graffar. 1

Variables Grupo 1 . Grupo II

Mujeres (N=118) | Hombres(N=263)
Medias D.E. { Medias D.E. g
Edad | 30.12 8.51 28.18  7.49
NS 13.00 * 2.35 15.00 2.74
Psicoticismo 3.07 1.97 3.89 2.58
Extraversién _ | 14.71 3,23:" 11383 3.58
Neuroticismo 6.71 3.13 7.87 4.17
E. de Mentira | 15.46 3.39 15.14 3.7

Tabla 1: Desc:ripci(’m de la muestra

La normalidad multivariada en cada uno de los grupos se eva.luo mediante un modelo
de distribucién normal conjunta del trabajo: “Algunas técnicas para evaluar norma.hdad
multivariante y aplicaciones”, M.I. Ormeiio, 1992 [7].

Segin los resultados obtenidos, los grupos presentan una distribucién normal multiva-
riada aceptable. Ver Gréfico N°1 y N°2. i

Para docimar la_hipdtesis de igualdad de vectores de medias de las dimensiones de
Personalidad, segiin sexo, se aplicé el paquete estadistico computacional SAS [9], en su
procedimiento IML. Este procedimiento permite determinar las componentes, el valor de
estadistica 72 de Hotelling y la significacién (p-value) de esta décima.

Los resultados obtenidos se presentan en la Tabla N°2.

Como el valor de la estadistica F' (4.19) es mayor que el valor critico al nivel del 5%
(2.37) con 4 y 376 g.1. podriamos concluir que los vectores de medias de las dimensiones
de personalidad son diferentes en los grupos“estudiados. El valor-del p-value obtenido fue
0.00.

Para determinar las dimensiones de persona.hda.d que contrlbuyen a la. significacién de
esta décima o tienen las mismas medias poblacionales, se construyen Intervalos de Confianza
simultaneos de 95% de confianza de las diferenciales de medias de las variables Psicoticismo,
Extraversién, Neuroticismo y Deseabilidad social.

Los intervalos de confianza obtenidos son los siguientes:
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Figura 1: Distribucién normal multivariada en el grupo de las mujeres.

* Psicoticismo : . —0.83 £ 0.82
Extraversién : - 0.88 £ 1.19
Neuroticismo : —0.86 £ 1.33

Deseabilidad Social o Mentira : 0.324 1.24.

Este andlisis muestra que al nivel del 5%, las medias poblacionales de las variables
Extraversién, Neuroticismo y la Esc. de Mentira no son diferentes por sexo, siendo el
Psicoticismo la dimension de la Personalidad que presentaria diferencia significativa en las
puntuaciones medias obtenidas por hombres y mujeres.

4 Conclusiones

La docimacia de Medias para dos muestras independientes aplicada a las mediciones del
Cuestionario de Personalidad de Eysenck (EPQ-R) indicaria que hay diferencia significativa
entre los vectores de medias de las dimensiones Psicoticismo. Extraversion, Neuroticismo y
la Esc. de Mentira entre los hombres y mujeres. ?

Adicionalmente, el anélisis por Intervalos de Confianza simultineos, de 95% de con-
fianza, muestran que existirfa diferencia significativa, porr sexo, sOlo en la variable Psicoti-
cistho. Las diferencias de puntuaciones de las otras variables no resultaron estadisticamente
significativas, presentando una tendencia similar a los encontrados en otros estudios con un
grupo no selecto de individuos y desde un punto de vista no paramétrico.
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Figura 2: Distribucién normal multivariante en el grupo de los hombres.
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MUJERES (N=118) - - HOMBRES (N=263) |

Vectores de B o '
medias 3.07 14.71 6.71 15.46 | 3.89 13.83 7.57 15.14
Matriz suma | 457.5 1283 343 -344.7 [ 1750.2 -826 7894 -751.1
de cuadrados | - = 1218.2 122 -134.4 . 33733 " -67.3 --1455
y productos 1144.2 73754 | - 4566.4 -1112.7
1351.3 3612.5

Matrizde | 5.83 0.12 2.17 -2.89

covarianza 212,11 -0.15 -0.74

combinada 15.07 -3.93

13.10

T? de Hotelling = 16.88 - |

3 - Valor de la estadistica F' = 4.19

Tabla 2: Décima de hipétesis de igualdad de medias de las mediciones de personalidad:
Componentes y valor de la estadistica T2 de Hotelling.

[8] Sanfuentes, MT, Lolas, F. (1988) Eating behaviour and personality; an exploratory
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MODELOS MATEMATICOS EN CONTAMINACION ACUSTICA
ANALISIS DE ESTUDIOS LONGITUDINALES*

SYLVIA SEBALLOS'

Resumen

Las necesidades que se nos plantean en la mayoria de los estudios relacionados con
problemas de contaminacién ambiental, estan relacionados con encontrar metodologias
robustas para predecir, caracterizar y modelar estos fenémenos multivariados.

Dar respuesta a estas necesidades no siempre ha sido una tarea sencilla, toda vez que
este tipo de estudios es por lo general multidisciplinario [5]. Lo méds comun es encontrar
en la literatura estudios de corte transversal [5], lo cual implica considerar la variable
tiempo invariante.

Se muestran en este trabajo algunas fortalezas y debilidades que tendria la apli-
cacién de metodologias que incluyan la variable tiempo, como son series de tiempo o
modelos estocasticos en un estudio sobre contaminacién acistica.

1 Introduccion

La investigacion en polucién acustica y los efectos que ésta tiene sobre las personas es
un tema vasto y complejo. El gran nimero de variables que intervienen, generalmente
interrelacionadas, hace dificil planificar estudios basados en muestras grandes y, mas dificil
aun, seguir el comportamiento de éstas en el tiempo. En general, ésto se ha circunscrito
sélo a estudios de niveles de ruido y su comportamiento, y de esos estudios se ha inferido
el efecto sobre las personas.

Resulta interesante discutir metodologias que permitan analizar el comportamiento de
los efectos de la polucion actstica sobre las personas, en algunas areas especificas, en las
cuales podria ser factible contar con informacién a través del tiempo.

*Por razones de fuerza mayor, no fue posible obtener el articulo completo de la autora, sin embargo, éste
serd presentado integralmente durante el simposio (N. del Editor

TUniversidad de Santiago de Chile, Facultad de Ciencias, Depto. de Fisica, casilla 307, Santiago, Chile;
e-mail: sseballl@lauca.usach.cl; fono-fax: (56-2) 776 3322
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2 Discusion

2.1 Series de tiempo

El modelo paramétrico en series cronolégicas muestra claramente las etapas de identifi-
cacién, estimacion y verificacion basados en observaciones recogidas de un estudio longitu-
dinal [1], por lo tanto es una metodologia que podria ayudar a dar respuesta a muchos de
los problemas abiertos en contaminacién acustica [3].

A la hora de aplicar modelos lineales en series de tiempo, bajo los supuestos de sistemas
lineales y estacionarios, es de suma importancia analizar por qué éstos fallan, o cudles serian
sus limitaciones a la hora de analizar el resultado.

El interés seria obtener modelos robustos con supuestos fuertes, que se manifiesten en
pocas ecuaciones, con pocos parametros y capaces de explicar muchos fenémenos. En un
primer andlisis son objetivos muy especificos los que valdria la pena abordar usando esta
metodologia, ya que de un estudio preliminar se ve que es factible obtener modelos ricos en
datos y pobres en teoria, por lo tanto débiles.

2.2 Tiempo variable y modelos estocasticos

Si relajamos el supuesto de tiempo invariante y conservamos la linealidad, estamos dando
respuesta a la variabilidad intrinseca de polucién acustica a través de un modelo general de
tiempo variable [2].

El diseno de variabilidad ambiental puede ser clasificado de acuerdo con las propiedades
de la secuencia de matrices de proyeccion en Ambientes Deterministicos o Ambientes Es-
tocasticos. La aplicacion de esta metodologia es de una gran ayuda en la cuantificacion de
los problemas por polucién actstica, si se tratan con suma rigurosidad los nuevos problemas
que esta metodologia trae consigo, como son: ergodicidad, evolucién demografica, analisis
transciente, probabilidad de extincién, mediciones en tasas de crecimiento de poblaciones,
etc.
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UN INDICE DE ALEATORIEDAD PARA CADENAS BINARIAS

OsvVALDO SKLIAR ! — VicTor MEDINA! — GUILLERMO OVIEDO!

Resumen

Las nociones de indice de regularidad y de indice de aleatoriedad son introducidas
para cadenas binarias. Con el enfoque presentado di¢has nociones resultan complemen-
tarias y la dicotomia aleatorio—regular es sustituida por una gradacién de valores de
aleatoriedad y regularidad. Se grafican los indices de aleatoriedad correspondientes a
las cadenas binarias tales que I, =4yl =8. Z

1 Introducciéon

-

Se entendera por cadena binaria una sucesion de digitos, cada uno de los cuales puede
ser un 0 (cero) o bien un 1 (uno).-Aunque en este articulo se acepta la convencién de que
cada elemento de la cadena. binaria es un cero o un uno, es irrelevante que se haya hecho
esa eleccién: serfa equivalente utilizar dos tipos de elementos cualesquiera como, p. €j., “a”
y “b”. :

El orden creciente de los digitos de una cadena binaria se establecerd, por convencion,
de izquierda a derecha. Asi, por ejéemplo, 00101 es una cadena bimaria cuyo primer dlglto
es 0, el segundo también 0, el tercero 1, el cuarto 0 y el quinto 1.

En este articulo seran consideradas cadenas binarias de longitud finita. chha.s cade-
nas pueden considerarse segmentos finitos de-cadenas de Markov, con ciertas restricciones
—que se puntualizan en el apartado tres— para las correspondientes matrices de probabili-
dades de transicion entre los diversos “estados”. Sobre cadenas de Markov existe una vasta
bibliograffa. A titulo introductorio, puede consultarse, p. ej., [1], [3], [4], [5], [6] ¥ [7].

Se denominaré longitud de una cadena binaria —I.— el nimero de digitos constitutivos
de dicha cadena. Por ejemplo, [, = 7 para la cadena binaria 0010110.

El objetivo de este articulo es introducir un indice de aleatoriedad para cadenas binarias.

Supéngase que se pregunta a un cientifico cuan aleatoria es la cadena binaria 1 1 1
e e Dl GO Wl U ey (B S I e e o Pogblemente la respuesta espec1ﬁque que, para
poder responder la pregunta en cuestién, es indispensable, en primer lugar, contar con
un criterio para evaluar cuantitativamente la aleatoriedad de una cadena binaria. (A ello
estd orientado este articulo). Y, en segundo lugar —asi podria continuar la respuesta— la
cadena especificada —todos cuyos digitos son unos— no parece ser aleatoria sino altamente
regular. La misma respuesta podria ser suscitada si se hace referencia , p. ej., a una cadena

! UniveERsIDAD NAcioNAL, HEREDIA, CosTA Rica
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binaria cuya /. = 500 y tal que todos los digitos que la constituyen son ceros. Aunque
tal vez en grado algo menor que las anteriores es posible que también serian consideradas
muy regulares —o sea, “poco aleatorias”- cadernas ta.les como 00000000 111115 1@
0101010101010101.

Seran considerados como complementarios los conceptos de aleatoriedad y de regula-
ridad en el sentido de que cuanto mas regular sea una cadena binaria -de acuerdo a un
criterio que se especificara— menos aleatoria resultara. Asimismo, como se vera, si una ca-
dena binaria debe considerarse altamente aleatoria <y se estd utilizando, por el momento,
una terminologia ingenua pero intuitiva— resultard muy poeo regular. Para un enfoque
alternativo, claramente dicotémico, puede consultarse [2].

En el apartado siguiente se introducird un indice de regularidad —i, - que podré ser
computado para cualquier cadena binaria finita. Luego se definira la nocion de indice de
aleatoriedad de la siguiente manera: i; = 1 — i¢,. Por consiguiente i, + ¢, = 1 para
cualquier cadena binaria, resultando asi complementarios los conceptos de regularlda,d y de
aleatoriedad en el sentido previamente especificado.

2 Indices de regularidad y de aleatoriedad para cadenas
binarias.

Seran consideradas primero, por razones de simplicidad expositiva, cadenas binarias
tales que [, = 4 - n, n = 1,2,3,---. En otras palabras, las longitudes de las cadenas
consideradas seran multiplos de 4. - & Y :

Sea, pues, una cadena del tipo especificado #1313 --- i, . de manera que cada digito
i; (j = 1,2,--+,1.) esigual o bien a 0 o bien a 1. Se considerard escrita bajo ella otra
cadena binaria que se obtiene utilizando el siguiente algoritmo:

a) para j # I, el digito j-ésimo de la nueva cadena serd igual al digito 7 + 1-
ésimo de la cadena dada y

b) para j = [, el dfgito j-ésimo.de la nueva cadena sera igual al primer digito
de la cadena dada. =

A titulo de ejemplo, considérese la siguiente cadena para la que 1. = 8

’ 01101001

A continuacién figura la misma cadena y- ba;o ella la nueva, obtenida a partir de la dada
mediante la regla especificada
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Cbidle

Las flechas especifican otra vez, de manera grafica, la regla empleada para obtener la
nueva cadena. .

Omiitiendo las flechas —utilizadas con un fin meramente aclaratorio- las dos cadenas
binarias quedan especificadas como sigue: : X

012 sinadbam shdecg dlleiey Ti- 300 - 1@ 51

PR SRRIEET L W Y Y

Ambas cadenas pueden ser consideradas como un conjunto de diadas —ocho diadas en
este caso— tales que el primer elemento de cada diada pertenece a la cadena dada y el
segundo a la nueva cadena. A continuacion son especificadas las diadas a que se hizo
referencia incluyéndolas en curvas cerradas. '

BRARRNNE

Las diadas en cuestion son, pues, las siguientes: (0, 1), (1,1), (1,0), (0,1), (1,0),
§0.9) .10, 1), {10} :

Como es obvio, cada una de las precedentes diadas debe ser de uno de los siguientes
cuatro tipos posibles de diadas: (0,0), (0,1), (1,0) y (1,1).

La nueva cadena se obtuvo de la cadena dada efectuando un corrimiento —o generando
un “desfasaje” ( d )- de un tnico elemento en aquella dada (d = 1). ;Cudl nueva cadena
se hubiese obtenido generando un desfasaje de dos elementos (d = 2)? La respuesta se
especifica a continuacion, siendo la cadena superior aquella dada y la cadena inferior la

nueva, generada mediante un desfasaje de"dos elementos:

| e S g 1 ke | Gl
it | FIEg o 20,4 1 0 1

" Es obvio que una manera de especificar la cadena obtenida mediante un desfasaje de
dos elementos es la siguiente: témese la cadena que fue generada previamente, a partir de
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la original, mediante un desfasaje de un elemento y genérese a partir de dicha cadena otra
-la que se busca— mediante otro desfasaje de un elemento. ;

A continuacién figuran, otra vez, los dos resultados ya obtenidos y otros todavia no
presentados: A

:cadena dada :
:éadena generada mediante el desfasaje

=

de un elemento (d =1)

1 :cadena dada

:cadena generada mediante el desfasaje

o

- de dos elementos (d = 2)

07410 "1 "0 0 -1="2aidena'dada .
0 1 0 0 1 0 1 1 :cadena generada mediante el desfasaje

de tres eleméntos (d = 3)

01 1 0 1 0 01 -:cadenadada
10 0- 10 1 10 :cadena generada mediante el desfasaje

“de cuatro elementos (d = 4)

02110 15070 "1 “readens dads
0 0 1 0 1 1 0 1 .:cadena generada mediante el desfasaje

de cinco elementos (d. =:5)

0=31 A8 0=1 050 1 ccadenadada
% 0.1 0 1 1 0 1 0 -:cadenagenerada mediante el desfasaje
de seis elementos (d = 6)

:cadena dada

RS T Pt
1

= =

0
0

- :cadena generada mediante el desfasaje

de siete elementos (d = T7)

Debe notarse que un desfasaje de ocho elementos —o sea igual a [.— generaria otra vez
la cadena dada.

Se han obtenido, entonces, siete pares de cadenas. Para cualquiera de estos pares de
cadenas se puede formular la siguiente pregunta clave: jcudles sonlas probabilidades de que
una diada elegida al azar corresponda a cada uno de los cuatro tipos existentes de diadas?
En otras palabras: ;Cudl es la probabilidad-de que, para cualquiera de los pares de cadenas,
una diada elegida al azar sea del tipo (0,0)? Y cudl es la probabilidad de que sea del
tipo (0. 1], etc.? Supéngase que se cuenta con cierta informacién acerca del dispositivo
o proceso que generé la cadena considerada y que dicha informacién lleva a aceptar la
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hipétesis de que la probabilidad de que uno cualquiera de los digitos que constituyen dicha
cadena sea 0 es igual a 1/2. independientemente de cuales sean los valores de todos los
otros digitos deé la cadena. Por consiguiente, también serd igual a 1/2 la probabilidad de
gue dicho digito sea 1, sin que tenga para ello la mas minima relevancia cudl es el valor de
cada uno de los otros digitos de la cadena. Se introduce la siguiente notacion:

p(0): probabilidad de que el primer digito de una diada cualquiera sea (.

p(1): probabilidad de que el primer digito de una diada cualquiera sea 1.

p(0,0), p(0,1}, p(1,0) y p(1,1): probabilidades de que una diada cualquiera
sea la (0,0),1a (0.1),1a (1,0}, 0la (1,1), respectivamente.

p(0 | 0): probabilidad condicional de que el segundo digito de una diada
cualquiera sea un 0, admutiendo que el primero es un 0.

p(0 | 1): probabilidad condicional de‘que elAseglimdo digito de una diada
cualguiera sea un 0, admitiendo que el primero es un 1. :

p(1 | 0): probabilidad condicional de que el segundo digito de una diada
cualquiera sea un 1, admitiendo que el primero es un 0.

p(1 | 1): probabilidad condicional de que el segundo digito de una diada 1
cualquiera sea un 1. admitiendo que el primero es un 1. L

Entonces, puede responderse de Ja siguiente manera las preguntas previamente formu-
ladas respecto de las probabilidades de las diferentes diadas:

I P TP T

2(0,0) = p(O)-p(old) = 1.1-1
p(0,1) = pO)-p(1|0) = $-4=L1 | ‘
PLO) = p(1)-p0] 1) = §-3=1
pL1) = py-pl]1) = 3-5=14%

Es obvio que para desfasajes de n-I. elemento$, con n = 0, 1, 2,---, las unicas diadas
posibles serfan de los tipos (0,0) y {1,1)}. Si la cadena dada es aleatoria y se genera una
nueva cadena mediante un desfasaje de n -/, elementos —con n = 0, 1, 2, — entonces la
probabilidad de que una diada elegida al azar sea del tipo (0,0) es igual a 1/2 y el mismo
valor tiene la probabilidad de que dicha diada sea del tipo (1,1). n efecto, para el caso
considerado (d = n-{., n = 0, 1,2,---) se cumple lo siguiente:

e

p(0,0) = p(0)-p0]0) = L-1=1}
p0,1) = p(0)-p(1]0) = ;-0=0 :
p(LO) = p(1)-p0]1) = $:0=0 )
LD = o) B0 = b-1=} |




166 O. SKLIAR — V. MEDINA — G. OVIEDO

Es interesante investigar la situacién en que no se admite “a priori” que p(0) = Ly =
1/2 para la cadena original —y, por consiguiente, también pard la obtenida por desfasaje-
y se acepta, en cambio, las siguientes hipétesis: = .

I El valor de p(0) es el mismo para la cadena original y la obtenida por desfa-
saje. (No-hay razén para que la opera.mon de efectuar un desfasaje altere
el valor de p(0)).

IT p(0,0) = p(0,1) = p(1,0) = p(1,1) = 1/4;y
III p(0 | 0) = p(0 | 1) = p(0)

De las precedentes hipotesis puede deducirse que p(0) = p(1) = 1/2. En efecto:

a. Puesto que p(0) tiene el mismo valor para ambas cadenasy p(1) = 1 - p(0),
p(1) también tiene el mismo valor para ambas cadenas.

b. Ademis, p(0,0) = 1/4 = p(0)-p(0 | 0) = [p(0)]%. Luego 1/2 = p(0).
_ Y, como ya se sefial6 antes, p(1) = l - p([)) .= 2i= T{2:

Conviene analizar-criticamente la caracterizacién antes presentada de cadena binaria
que pueda calificarse como aleatoria. Dicha caracterizacién hacfa referencia a algiin meca-
nismo para generar la cadena en cuestion. Podria pensarse, por ejemplo, en generar una
cadena de longitud /. mediante /. lanzamientos sucesivos de una moneda que se supone
perfectamente equilibrada, en el sentido de que, para cada tino de esos lanzamientos, la
probabilidad de obtener “escudo” es igual a la probabilidad de obtener “corona”. Puesto
que se admite, ademas, que los dos tinicos resultados posibles —-mutuamente excluyentes—
de un lanzamiento, son “escudo” y “corona”, las dos probabilidades a que se acaba de hacer
referencia son iguales a 1/2. Por convencién puede hacerse corresponder, p. ej., el valor 0
al resultado “escudo” y el valor 1 al resultado “corona”.

Afortunadamente, como es sabido, no es necesario que la moneda sea “perfectamente
equilibrada” -ni siquiera “aproximadamente equilibrada”- para generar, con su utilizacién,
una cadena binaria tal que la probabilidad de que cualquier digito resulte igual a 0 sea igual
a 1/2. En efecto, si p es la probabilidad de obtener una corona, entonces la probabilidad
de obtener un escudo en un lanzamiento-de la moneda serd 1 — p. Se efectian pares de
lanzamientos. (Un par de lanzamientos es una secuencia de dos lanzamientos de la moneda).
Los cuatro resultados posibles para cada par de lanzamientos son los siguientes: (corona,
corona), (corona, escudo), (escudo, corona) y (escudo, escudo).

Los resultados (corona, corona) y (escudo, escudo) son desechados. Es obvio que los
resultados (corona, escudo) y (escudo, corona), que si se toman en cuenta, tienen iguales
probabilidades de producirse puesto que p-(1 —p) = (1 — p)-p. Luego, se puede, por
convencion, aceptar que el resultado (corona, escudo) produce un 0 y el resultado (escudo,
corona) genera un 1. Utilizando este procedimiento puede generarse una cadena que tenga
la . deseada y tal que, para cada uno de sus digitos p(0) = p(1) = 1/2.

Se cuenta ya con las nociones previas convenientes para caracterizar los indices de re-
gularidad y de aleatoriedad correspondientes a una cadena binaria cualquiera.

Considérese, en primer lugar; una cadena de longitud [, = 4-n con n = 1,2,3,---.
A partir de ella podran obtenerse —mediante la técnica de los desfasajes que van desde
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d = 1 hasta d = I, — 1- un total de /. — 1 pares de cadenas. (Cada uno de esos pares
estard constituido por la cadena cuyo indice de aleatoriedad se busca. y la cadena obtenida
mediante uno de los mencionados desfasajes). : ¥
Para cada uno de los pares de cadenas en cuestién se denominard no,0:d s No,1:d»> M1,0d
¥ n11.4 los numeros de diadas (0,0), (0,1), (1,0) y (1.1), respectivamente. Como es
obvio, debe cumplirse la siguiente igualdad:

Nood + Mopd + Mod + R11d = e

El simbolo Dy se utilizara para hacer referencia a las sumas de cuadrados a continuacién
especificadas, correspondientes a los diversos desfasajes posibles (d = 1,2,---, . — 1):

? IC : lc - l - lc 5
Dy = | nop4 — Z) ~+ (n(l,l;d iy Z) + (ﬂwd =, Z) 4 (nl,l;d o Z)

Cada uno de los términos del miembro de la derecha de la precedente igualdad es igual
al cuadrado de una cierta expresiéfn. - ;En qué consiste dicha expresién? En la diferencia
entre un valor observado ~mds precisamente, obtenido mediante un proceso de cuenta— y un
valor esperado. En efecto: para cualquiera de los desfasajes considerados [./4 es el valor
esperado de diadas de cualquiera de los cuatro tipos especificados. (P. ej., p(0,0) = 1/4
y dado que el nimero de diadas para cualquier desfasaje es I, ,-se obtiene que el valor
esperado de diadas del tipo (0,0) es igual a p(0,0)- 1, = 1/4-1.). Y, como previamente se
puntualizé, ngp.4. Ro1:d5 N1,0.d ¥ N1,1;4 son los nimeros de diadas efectivamente generadas
-y contadas— para cada uno de los I, — 1 pares de cadenas consideradas.

El indice de regularidad — ¢, — parala c'adena, considerada se define de la siguiente manera:

fc—l
; oy g B9
= i S

. 2
(1= 3)° f3(i‘) refn s
El miembro de la derecha de la precedente igualdad es una fraccién. Su numerador es
el promedio de los Dy corespondiente a todos los desfasajes considerados. El denominador

es un Dy cualquiera —pues todos son iguales— correspondiente a una cadena de longitud [,
y la méxima regularidad posible. Hay dos de tales cadenas, a saber:

000 .. 0y v1Ll-veod
I ceros l. UNOS

Teniendo en cuenta la definicién dada de i,, es inmediato que su mayor valor posible
es 1. Este valor, 1, se obtiene al computar i, pa:‘fa. cualquiera de las dos cadenas recién
especificadas. :

Como antes se expreso, el md]ce de aleatoriedad —:a correspondiente a la cadena en
cuestién se define como: :

g =g

En la Figura | se han representado los indices de aleatoriedad correspondientes a todas
las cadenas posibles para las cuales [, = 4 (desde la 0000 hastala 11 11, inclusive).
En la Figura 2 se ha procedido de igual manera para las primeras 128 cadenas tales que
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l. = 8 (desdela 00000000 hastala 01111111). jPor qué no es necesario presentar la
representacién grafica correspondiente a la segunda mitad de las cadenas tales que [, = 87
(O sea, desde [a 10000000 hasta la 11111111, inclusive). Por razones de simetria.
En efecto, la grafica correspondiente a la representacion de los indices de aleatoriedad para
todas las cadenas binarias para las cuales [. = 8- es simétrica respecto de un eje vertical
situado entre las cadenas 01111111 y 10 0 00000 (Se trata de una simetria especular.
Asi, p. ej., el indice de aleatoriedad de la pnmera cadena —00000000- es igual al de la
ﬁltima ~11111111~). En general, para cualquier cadena, la simétrica de ella respecto del
eje mencionado —que tendra el mismo indice de aleatoriedad que la cadena en cuestién— es
la cadena que se obtiene de la original cambiando sus ceros por unos y sus unos por ceros.
Este tipo de simetria se cumple para cualquier cadena binaria independientemente de su
$es y :

Se especificara a continuacién cémo determinar el indice de aleatoriedad para cualquier
cadena binaria tal que su /. no es miiltiplo de cuatro. Supéngase, p. ej., que se tiene una
cadena binaria paralacual I, = 4-n + k,donde n = 1,2,--y k = 1,2, 0 3. Se
procede entonces de la siguiente manera.

Se considera primero la cadena binaria constituida por los digitos de la cadena original
que van desde el primero hastael 4-n , inclusive. Se determina para dicha cadena su indice
de aleatoriedad que se denomina i, ;. Se considera luego la cadena binaria constituida por
todos los digitos de la cadena original que van desde el segundo hasta el 4-n + 1 y se
determina el indice de aleatoriedad para esta cadena, que se denomina izz. Si k = 1,
entonces el indice de aleatoriedad de la cadena original se con51dera. igual a

'ia- fa ia.,l + tla,2.
- 2 s

Si k = 2 debe considerarse también la cadena binaria constituida por todos los digitos que
van desde el tercero hasta el 4-n + 2, inclusive, de 1a cadena original. Para esa cadena se
determina el indice de aleatoriedad que se denomina za 3. El indice de aleatoriedad de la
cadena original se define, entonces, como

s e i,;, il ia,l + ia.,2 = ia,S-
1 3
Si k = 3 debe considerarse también la cadena binaria constituida por todos los digitos
de la cadena original que van desde el cuarto hasta el digito final (el 4-n + 3) inclusive.
Se computa el indice de aleatoriedad para esta cadena, que se denomina i, 4. Entonces se
define el indice de aleatoriedad de la cadena original como

pikd 3 'ia,l G ia,? e ia,3 + iu.é
.= 3 .

Asi, por ejemplo, a continuacién se indiea mediante curvas cerradas cuales son las cadenas
binarias cuyos indices de aleatoriedad deben ser promediados para determinar el indice de
aleatoriedad de la cadena dada.
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P

=

e

Las cadenas binarias cuyos indices de aleatoriedad deben ser computados y promediados para
determinar el indice de aleatoriedad de la cadena original 01101011100, son las siguientes:
01101011, 13010111, 10101110’y 01011100.

3 Conclusiones y perspectivas

Sean dos cadenas binarias —¢; y ¢y— , ambas de longitud /.. Debe destacarse que si el
indice de aleatoriedad de la cadena c¢; es mayor que el de la cadena c;, ello no implica que
la probabilidad de que se genere ¢; sea mayor que la probabilidad de que se genere ¢;. En
efecto, si p(0) = p(1) = 1/2,-entonces la. probabilidad de que se genere cualquiera de las
dos cadenas -y, en reahdad de que se genere cualquier cadena de longitud I es igual a
2l ,

Si es correcto, en cambio, que hay una distribucién no uniforme del mimero de cadenas
binarias de longitud [, en funcién del indice de aleatoriedad que les corresponde: Dicha
distribucion sera considerada en otro articulo. Aqui sélo se adelantara que la mayoria de
las cadenas binarias tienen altos indices de aleatoriedad. Asi, p. ej., para los casos I, = 4
y l. = 8, obsérvese en las Figuras 1 y 2 que la mayoria de las cadenas tienen indices de
aleatoriedad mayores que 0.8.

El indice de regularidad considerado no-es el inico admisible. Una opcién que parece
de interés es la siguiente: - : . e

I *
E:-—o Z;-u d- (ni.j:d = i"(lc = 1))
2 ) 2
(te = 1) = %6 = 1)) + 3 (%0 - 1))
El indice de aleatoriedad, entonces, quedard definido como -sigue:

y U R

Ly

Para diferenciar los indices precedentes respecto de los que fueron introducidos en el
apartado anterior se ha utilizado la “i mayidscula” (7) para designarlos. Nétese que también
para la expresion fraccionaria de Z, , el mayor valor que puede llegar a tomar el numerador

iguala al valor del denominador. o=
Otra eleccién, cuyas consecuencias "deberén ser analizadas, es la s;gulente, que se deno-

minara indice de méxima regularidad:

i = 'ma.x._’Dd :
S ([c'_ %) + 3(%)2’ :
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Con esta eleccién, a la cadena binaria a la que le corresponde i,,,, » también se le
puede asignar un indice de minima aleatoriedad, imin. o, COMoO sigue: :

tmin.e = 1 — tmaz; »

Si bien resulta particularmente importante el caso hasta aqui considerado para el que
p(0) = p(1) = 1/2, conviene analizar, también, los casos para los cuales p(0) # p(1).
Supéngase que p(0) = p,con 0 < p <1y p # 1/2. Desde luego p(1) = 1 — p. ;De
donde proviene la informacién acerca de los valores de p(0) y p(1)? Una posibilidad es que
ella se infiera a partir de conocimientos acerca del dispositivo o proceso que gener6 la cadena
considerada. Otra posibilidad es la siguiente. Supdéngase que se desconoce totalmente la
naturaleza del dispositivo o proceso que generd la cadena binaria que se considera. Admitase
que sblo se conoce la cadena en cuestion. Si para esa cadena-l. = 1 000 y el nimero de
ceros de ella es igual a 900 —siendo, por supuesto, el nimero de unos igual a 100- jcudl
es la mejor estimacién acerca de la probabilidad de que un digito elegido al azar de dicha
cadena sea igual a 07 La respuésta es: p(0) = 9/10. En general, para una cadena de
longitud ., si el nimero de ceros de dicha cadena es ny y el nimero de unos n; , se puede
obtener las siguientes estimaciones: i

n le — ng T

= = E ; = === = T — ED — = =

Con el objetivo de obtener una expresién para el indice de regularldad de esa cadena,
conviene introducir, en pr]mer luga.r D} g

Dy = (no,o;d = lec) + (no;4 — p(1 — }lf’)lc)_2 i 9
2
(m0a = p(1 = P)) + (maaa — (1 = p)Le)
Resulta, entonces: - =

P zc‘llelc;ll Tyd -
T (1 = e®l)? + 2(p(1= p))? + (B2)?

donde: @ = min.{p, 1 —p}y B = max. {p, 1-p}
El correspondiente i, se define asi:

Anélogamente, pueden ser definidos los indices- correspondientes a los otros indices de
regularidad y de aleatoriedad antes caractérizados para el caso-en que. p(0) = p(1).

Los graficos correspondientes a indices de aleatoriedad y de regularidad en funcién de
todas las posibles cadenas binarias de una cierta /. ya no presentan la propiedad de simetria
que se hizo notar para el caso p(0) = p(1) = 1/2.

Conviene destacar que las cadenas binarias acerca de las que traté este articulo pueden
ser consideradas segmentos finitos de cadenas de Markov cuyas matrices de probabilidades
de transicién entre estados adoptan la siguiente forma:
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—>‘ 0 1
p(0)- p(1)
p(0) ~p(1)

Los autores esperan que los conceptos originales introducidos en este articulo —los de
indice de aleatoriedad e indice de regularidad de cadenas binarias- resulten fecundos y posi-
biliten el desarrollo de una nueva tematica, muy relevante para el ca,Iculo de probabilidades

y la estadistica.
En articulos ulteriores se mostraracémo utilizar las nociones presenta,da,s para:

"a) introducir las nociones de indices de regularidad y de aleatoriedad corres-
pondientes a ca.da. numero natural, y

b) efectuar un estudio compara.tlvo de diversas pruebas esta.dJstma.s de aleato-
rledad aphcadas a los nimeros pseudoaleatorios.
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GENERACION DE METRICAS UTILES EN ANALILSIS DE
DATOS

JAVIER TREJOS ZELAYA® FABRICIO BOLANOS*

Resumen

Se presentan diferentes proposiciones para generar métricas definidas a través de
productos escalares, principalmente los generadores primarios y espectrales. Se estu-
dian algunas propiedades que ayudarian a simplificar la utilizacién de ciertas técnicas
de analisis de datos. Se presenta la implementacién de los generadores primarios en
un método de rotaciones oblicuas que maximizan el criterio varimax.

Palabras clave: productos escalares, generacion primaria, generacion espectral, gen-
eracion proporcional, andlisis en componentes principales, rotaciones varimax oblicuas.

1 Introduccion

Uno de los problemas abiertos en ciertos métodos de Analisis de Datos es el de la escogencia
de la métrica o producto escalar. Este es el caso, por ejemplo, para la métrica en el
espacio de individuos en Anadlisis en Componentes Principales (ACP) o en clasificacién
automatica mediante nubes dinamicas. Por otro lado, hay métodos para los que se conoce
la métrica Sptima segin algin criterio (por ejemplo, en discriminacién factorial y en
regresion lineal), pero los problemas numéricos ligados al célculo de la métrica impiden
encontrar soluciones confiables en ciertos casos. Aparte del uso de semiproductos escalares
[16], se puede abordar estos problemas mediante la generacién de métricas o de productos
escalares [14, 2]. Esta consiste en construir una sucesién finita (My): de matrices asociadas
a las métricas.

Entre los trabajos de investigacién publicados sobre productos escalares en Anélisis
de Datos, destacan los de M. Maurin [9, 10, 11, 12]. Por ejemplo, M. Maurin da una
parametrizacién simultanea de la solucién del ACP, que consiste en, dada una lista de
escalares positivos 71, ..., 7, entonces existe un producto escalar M, tal que dicha lista es
la solucién de algin ACP con M,: es decir, 7,...,7, son los valores propios del operador
VM,. Ademds, Maurin estudia ciertas cualidades que las métricas pueden poseer; en
primer lugar una regla de transformacién tensorial que toma en cuenta cémo cambia la

*PIMAD, Escuela de Matemdtica, Universidad de Costa Rica; fax: (506) 2340452; e-mail:
jtrejos@cariari.ucr.ac.cr
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métrica al efectuar una transformacién lineal de los datos (del tipo Y = A~'X* donde
X es la matriz de datos); ademds estudia leyes de composicién algebraica ttiles cuando se
considera una tabla de datos X que proviene de la yuxtaposicién de varias subtablas Xj,.

2 Presentacion de los generadores de métricas

La generacién de métricas consiste en construir una sucesién finita (M;); de matrices de
producto escalar sobre un espacio vectorial. Consideraremos el caso de la generacién de
métricas sobre el espacio de individuos E = IRP, aunque por supuesto se puede aplicar al
espacio de variables. Identificaremos una métrica y su matriz en la base candnica de E;
asi, My denotara tanto una métrica como una matriz simétrica definida positiva.

Sean M el conjunto de las métricas sobre Ey M = {Mj,...,M,} C M una familia
dada de v métricas sobre E. Sea t en un conjunto finito, estudiamos métricas de la forma

My =w - M = ng(t)Mg
=1

donde w; = (wy(t),...,w,(t)" € R".

Los generadores de métricas propuestos por el profesor Y. Schektman son los primarios
y los espectrales. Los primeros han sido usados exitosamente en la proteccion de métodos
relacionales como la regresion y la discriminacién [6], asi como para definir andlisis facto-
riales simétricos y disimétricos [1], y en métodos de andlisis con factores controlados [4]
(del tipo anédlisis de la varianza). Mds recientemente, M. Troupé [18] los usé6 para estudiar
la regresion multiple multidimensional y presenta un articulo en estas mismas memorias,
donde también aparece una contribuciéon de S. Labreche que propone ciertas propiedades
para el caso del ACP y la clasificacién por particiones [8]. Por otra parte, P. Besse [2]
utiliza generadores parecidos al primario que definimos aqui para buscar el nimero de
componentes principales significativas, en un contexto de aproximacién funcional.

2.1 Generadores primarios

La generacién primaria de métricas consiste en construir una sucesién finita (M;); de m
métricas, tal que M; = wy - M = wyi(t)My + wy(t)Ms, donde t € {0,1,...,m}, M =
{My, M3} y wy = (wy(t), wa(t))? € (IRT)2, con My = My y My = M,,. Eventualmente se
puede proponer generar M; = (w;-M)~!. Se definen los generadores primarios de métricas
siguientes:

(a) M; = wi(t)M; + wo(t)Ms, donde wy (t) = 2=t € 0,1] y wo(t) = L € [0,1].
(b) M, = [wi ()M + wQ(t)Mgl]_l, donde wi (t) = 2=t € [0,1] y wy(t) = £ € [0,1].
(c) My = wi(t)My + wa(t)Ms, donde wa(t) = sengt y wi(t) = 1 — wa(t).

(d) M, = [wl(t)Ml_l + wg(t)MQ_I}_l, donde wy(t) = senft y wy(t) = 1 — wa(t).
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Nétese que w1 (t)+ws(t) = 1, y que los generadores (¢) y (d) permiten un acercamiento
“lento” a M,,. En general, se tomaran M, M,, € {V,V 1, Iy, Dy g2 }, donde V es la matriz
de covarianzas de las variables observadas z', ..., P, I, la matriz identidad de orden p y
Dy /p2 = diag(1/ 0]2- la matriz diagonal de las inversas de las varianzas de las variables.

La generacién primaria de métricas se usa habitualmente para buscar un producto
escalar que optimice un criterio dado, con el fin de que sea bien adaptado al problema. En
la seccion 4 usaremos generadores primarios en un método de rotaciones varimax oblicuas.
Veamos a continuacién algunas propiedades de los generadores primarios en algunos casos
particulares. En esta seccién supondremos que V es invertible.

Proposicién 1 Si My, My € {V, V‘l,Ip}, entonces los vectores propios de las métricas
primarias definidas en (a),(b),(c) y (d) son idénticos a los de V.

En efecto, sea V = Z?:l AjPj la descomposicién espectral de V', donde P; es el oper-
ador de proyeccién I,-ortogonal sobre el subespacio propio asociado a A;. Se tiene Vol =

1;:1 %P] y I, = ;:?:1 Pj. Si My esté d(iﬁnido por (a): M; = 7§=1 {%_t,u} + %/Lﬂ P;
donde ,u;? = Ajsi M, =V, ,uf =1/\jsi M, = Vly ,uf =1 si My, = I, son los valores

propios respectivos de Mj, para k = 1, 2.

También para (b), (c) y (d) tendremos respectivamente: M; = ?:1[%:; + ﬁjz]_le
1 1 1 \1—
My =325 [ug +sengit(u3 — pi)Pj, My = ;’:1[”—]1_ + sen%(u—? — u_;)] lp;.

Todas las métricas primarias consideradas tienen por lo tanto los mismos vectores pro-
pios que V, los valores propios correspondientes figuran en la descomposicién espectral
asociada.

Proposicién 2 Si M; = Doz, My = V=1 y si se usan los generadores definidos en (a)
o (c), los vectores propios de VM, son iguales a los de VD, ,2.

Para mostrar este resultado, consideremos un vector propio u de V. Dy .2 asociado al
valor propio A, entonces para (a): VMu = (mT_tVDl/Uz + %Ip)u = (mT_t)\ + %)u, luego,
u es vector propio de V M; asociado al valor propio mT_t)\ + %; y para (¢): VMu =
(VD42 + sen(nt/2m)(I, — VDy52))u = (A + sen(nt/2m)(1 — A))u; luego, u es vector
propio de V M asociado al valor propio A 4 sen(wt/2m)(1 — \).

Las proposiciones 1 y 2 son utiles cuando, para cada métrica My, sea necesario obtener
los elementos propios. Este es el caso en el método de rotaciones varimax oblicuas (seccién
4), en el que para cada métrica se hace el ACP con el fin de escoger la configuracién inicial
para hacer las rotaciones. Si las condiciones enunciadas son satisfechas, los elementos
propios serdn calculados una sola vez durante la diagonalizacion de V' o la de V Dy 2.

2.2 Generadores espectrales

Sean {u;/j = 1,...,p} una base I,-ortonormada de E, M = {u]uf/j =1,...,p} y
wy = (wy(t) -+ wy(t))T € (IRT)P. Los generadores espectrales de métricas construyen una

sucesion finita (M) tal que My = wy - (My -+ M,) = Z?:l wj(t)uju?, donde M, = uju]T
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es el operador de proyeccién ortogonal sobre Awuj. Asi, {u;} constituye una base de
vectores propios ortonormales de M; asociados a los valores propios {w;(t)}. En general,
se tomard por {u;/j = 1,...,p} una base I,-ortonormada de vectores propios de V. La
generacion espectral de métricas consiste en encontrar conjuntos de reales positivos {w;(t)}
de tal manera que se mejore un criterio hasta que haya convergencia. Nétese que algunas
métricas primarias definidas anteriormente también son espectrales.

El principio de la generacion espectral es diferente del de la generacién primaria. En
este ultimo caso, se genera un nimero m fijado a priori de combinaciones de métricas fijas
(M; y M>) utilizando una férmula dada. Asf, en una aplicacién en Anilisis de Datos,
se retendrd la métrica de la familia asi construida que optimice un criterio dado. En la
generacién espectral, en cambio, se da solamente la forma de las métricas y el nimero de
métricas a generar no se fija de antemano. Dada una métrica inicial My correspondiente
a wi(0),...,wp(0), se trata de encontrar heuristicas para calcular los w;(t) con tal de
optimizar el criterio dado.

Proposicion 3 Si My =V con descomposicion espectral V = Z?:l w;j (O)uju? entonces

Vk e {l,...,p} yVt wuy es vector propio de V My asociado al valor propio wy(t)wy(0).

P P
En efecto, V Myuy, = V(Z wj(t)uju;‘r)uk = Z w;(t)Vuidjr = wi(t)Vuy = wi(t)wy(0)uy.
j=1 J=1
En la seccién siguiente, se presenta una familia de métricas espectrales, que hemos lla-
mado proporcionales. Se estudian algunas propiedades de estos generadores y proponemos
un algoritmo iterativo para generar métricas proporcionales.

3 Generacién proporcional

Sea {0;1/j,k =1,...,p;j # k} una familia de &ngulos expresados en radianes, se define Cy
como el conjunto de métricas M sobre E tales que cosys(e;, ex) = cos 05, para todo j, k €
{1,...,p},j #k,donde {e;/j =1,...,p} es la base candnica de E. Si{v;/j=1,...,p} es
una base I,-ortonormada de F, se define S, como el conjunto de las métricas espectrales
M sobre E tales que M = 21;:1 )\jvjfujr, donde Ay,...,\, € RT.

Para un conjunto de 6;;, dados, Cy puede ser vacio. Sin embargo, en las heuristicas de
generacion de métricas que proponemos, los 6, serdn deducidos de un producto escalar
dado. Por lo tanto, estaremos en el caso Cy # ().

En [6] Fabre establecié la siguiente propiedad: si CgN S, # 0y My € CyN S,, entonces

toda M en Cy tal que ||ez2||pr = HZHZE llewllass -, llepllar = HZ’”ﬁg lle1]|as pertenece a S,.

Si [My]; denota la entrada (j, k) de My, las igualdades anteriores son equivalentes a:
[Mt]22 _ [M0]22 [Mt]pp _ [MO]pp (1)
(M [Molin" " [Miun [Mo]n

Este resultado muestra que las métricas de Cy que preservan ciertas proporciones rel-
ativas a los elementos de la diagonal de su matriz, son espectrales. Es por ello que hemos
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llamado métricas proporcionales a las métricas espectrales que satisfacen las igualdades
1. La generacién de tales métricas es llamada generacién proporcional.

La generacién proporcional consistird entonces en dar una métrica inicial My que
definira los cosenos de los dngulos (6;;) y considerar una descomposicion espectral de
My. Para generar M, bastard definir [M;],; = |le1]|3,, segiin algtin criterio y se calcularén
los otros elementos diagonales a partir de las igualdades 1, los valores de los elementos
extra-diagonales se deduciran de:

[Me] 1, = /[ Ml 5[ Milgr cos g, j # k. (2)

Observacién: Noétese que le métrica inicial My fija los conjuntos Cp y S5,. De acuerdo con las
igualdades 1, las razones entre los elementos diagonales y el primer elemento de la diagonal son
los mismos para las métricas M y My. Estas razones pueden ser definidas sobre cualquier otro
elemento de la diagonal; en este caso, éste seria el elemento que habria que definir segin algin
criterio. Finalmente, las razones en 1 son independientes de Mj: las proporciones son idénticas
con cualquier elemento de la sucesién generada (M);.

Un asunto importante para el uso de los generadores proporcionales, es la escogencia de
la métrica inicial M. Se puede pensar en utilizar los generadores primarios de métricas
para escoger la métrica inicial de un generador proporcional: la métrica primaria que
optimice el criterio serd usada como M. Otra cuestiéon importante es garantizar que
CoNS, # 0, es decir, la existencia de métricas espectrales cuyos dngulos entre les elementos
de {e;} sean los angulos dados. Este asunto ha sido abordado en [17] para el caso de dos
dimensiones.

Para aproximar la distancia de Mahalanobis con un generador espectral, [6] propuso
utilizar un generador parecido al que nosotros hemos llamado proporcional. Dado un con-
junto de p variables explicativas {z!,...,zP} y una variable a explicar, se quiere aproximar
la matriz V| (inversa generalizada de la matriz de covarianzas de las z7), cuando las 2/
estan muy correlacionadas entre si. En este caso, se puede medir la proximidad entre M; y
V.l por EAy,[27;2%] = 0, para todo j # k, donde EAy,[27; %] = p(a), , 2¥) es el efecto
de asociacién de las 27 y 333\4,5 = XM;(ej). Se construiria una sucesiéon (M;); tal que el
efecto de asociacién diminuya hasta que éste sea lo mas cercano a cero. La proposicién 4
establece que la generacién proporcional no sirve en este caso pues el efecto de asociacién
es estacionario. La demostracién de esta propiedad se puede encontrar en [17].

Proposicion 4 Dados los conjuntos Cg y Sy, si My y Myy1 son métricas en CgN .S, tales
que M1 se deduce por un generador proporcional a partir de M, entonces para todo
dke€{l,....,p},j £k, setiene EAp,[27;2%] = EAy,,, [27;2").

Para definir un generador proporcional, es necesario definir la primera entrada de la
diagonal de la matriz de las métricas a generar [Myy1]11. Todos los otros elementos de My
se deducen de las férmulas dadas por las igualdades 1 y 2. A continuacién proponemos
una definicién de un generador proporcional y estudiamos algunas de sus propiedades.

Definicién 1 Sean dados Mo € CoN'S, y 6 € IRT. A partir de la métrica My, se define
Mg por [Mepi]n = (leallar, + )%
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Observacién: La escogencia entre ||e1]|as, + 0 v |le1]|ar, — § se hace aleatoriamente; J puede
tomarse como un “pequefio” porcentaje de [My]11. Es entonces poco probable encontrar, para una
iteracién, el caso ||e1]|a, = 9 tal que [Mii1]11 = (|le1]|a, — §)* = 0. Véase ademds que Cp y S,
son fijados por los cosenos cosay, (e, ex) v la descomposicién espectral de My; se tiene entonces
My € Cy N S, por la escogencia de M.

Proposicion 5 Si M1 es deﬁm’do por el generador proporcional dado por la definicion
1, entonces My = (1 £ 2M,.

Tl

DEMOSTRACION: Por la definicién 1, tenemos inmediatamente:

0
llexllas,

[Mit1]i1 = (1 + )2[Mt]11~ (3)

Calculemos ahora los otros elementos de la matriz de M;y;. Por las igualdades 1 y 3,

Mt ..
PR (M =

para todo Jj€12,...,p} se tiene: [My1]j; = %Mo%u [Myi1]11 = (1 £

(1 o (M5
Por otra parte, segin la igualdad 2, para todo 7,k € {1,...,p} j # k se tiene:

||61||Mt

Myl =/ [Mt+1]]3 [Mys1]pk cos agp = (1£ [My) 15 [My] o cos ay

= (1« M)y

Tat)

||61||M

Corolario 6 M;.1 es una semi-métrica. Ademds, siu es un vector propio de M, asocz'ado

2
a A, entonces también es vector propio de Mi11, asociado al valor propio (1 + ”61”M ) A
t

Proposiciéon 7 Para todot € IN, existe my € Z tal que |le1||ar, = ||e1llar, +mud. Ademds,
se tiene: My = (1 + ex ”Mo) M.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre t:

e Seat =1. Se define m; = 1.
Es claro que por la definicién 1 se tiene ||e1|ar, = |le1llas, £ = |le1||ar, + m1d. Por
la proposicién 5 se tiene My = (14 /1 ||ar, )Mo = (1 +mad/|lex]asy)? Mo.

e Supdngase que el resultado es cierto para t. Existe entonces m; € Z tal que:
llexlars, = llenllar, =6 = llexllary +mud £ 6.

Sea my41 = my = 1. Se tiene entonces: |le1||ar,,, = le1]lar, + mit10.
Por otra parte,
— _ m¢d
My = (1 + ||61||Mt) M, = (1 + lleallas +mt5) (1 + ||61|Tw10) Mo

_ ||e1||M0+mt6i6)2(||e1||Mo+mt6) _( (mti1)5)2
o ( ||61||M0+mt5 llexlar Mo = (1+ lleillar Mo

(1+|"“+15) M, ®

el
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Corolario 8 M; = [My]1s My. Ademds, si u es un vector propio de My asociado al valor
[Mo]11 "
Mi]11

propio X\, entonces para todo t, u es vector propio de M; asociado al valor propio [Mols

Observacion: de acuerdo con el corolario anterior, el efecto del generador proporcional propuesto
en un ACP es el de conservar las mismas componentes principales, pero modificando la forma de la
nube de puntos por un factor de [M]11/[Mo]11. De alli el poco interés en la utilizacién de este tipo
de generador en el ACP. Ademas, el generador propuesto no convergeria debido a que la inercia
de la nube de puntos no seria acotada. En efecto, la inercia de la nube N; = (X, My, D) seria

I(N:) = traza(V M) = [[AAZ[[;]]E traza(V M) = ||elP;\Zf“ﬁrlmtétmza(VMO), donde m; € Z.

4 Estudio de la dependencia de la métrica en un método de
rotaciones varimax oblicuas

En [13] se presenta un método propuesto por Y. Schektman para encontrar factores oblic-
uos que maximizan el criterio varimax después de un andlisis factorial. Sea {ax/k =
1,...,q} un conjunto de g vectores ortonormados en el espacio E de individuos provisto
de una métrica M. Mediante ciclos de ¢(q — 1)/2 rotaciones elementales de las parejas
(ay, ag) se buscan q variables {A¥/k = 1,...,q} que maximicen el criterio varimax:
V=31_ var {p?(2/,A*)/j = 1,...,p}. Las variables A* esan definidas por A* = X May,
(pertenencen al espacio F' de variables), donde X es la matriz de datos. Por lo tanto las
rotaciones se hacen en el espacio de individuos mientras que el criterio se calcula en el
espacio de variables. Las AF se llaman variables varimax.

Denotando Vi = var {p?(z7, A¥)/j = 1,...,p} + var {p*(27,A)/j = 1,...,p}. la
contribucién (k,¢) al criterio varimax, el algoritmo es como sigue:

1. Determinar los ¢ primeros vectores principales {ax} y las componentes principales
correspondientes {A*} del ACP de (X, M, D)

2. Repetir mientras la suma de las ¢(¢ — 1)/2 contribuciones al criterio sea mayor o
igual a un umbral s: para cada pareja (k,f) en {1,...,q}*:

e hacer una rotacién de la pareja (ax,ay) de angulo 6
e calcular A* = XMay, y A* = XMay
e calcular la contribucién Vi,

e conservar la rotacién si Vi hace aumentar el criterio, si no tratar con una
rotacién de angulo —6

Con este algoritmo no se puede asegurar que se encontrard un 6ptimo global de V (ver
[15]), esto viene del hecho de que la configuracién de los AF que maximiza V depende
directamente de la configuracion inicial escogida. Véase ademas que la determinacion de
los A* depende en cada iteracién explicitamente de M. En [13] se muestra que, si X es
de rango completo, no se puede encontrar la misma configuracién de variables varimax
oblicuas para dos métricas diferentes sobre E; en [16] se muestra la propiedad para el caso
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de semimétricas. Esta propiedad plantea el problema de la escogencia de la métrica “mejor
adaptada” a los datos y que maximice el criterio: si denotamos V(M) el criterio varimax
para la métrica M, entonces se busca M* tal que V(M*) = max{V(M)/M € M}, donde
M es el conjunto de métricas sobre F.

La generacion primaria de métricas fue aplicada a cuatro tablas de datos: una tabla de
notas escolares [16], la de los peces de Amiard [5], la sociomatriz de Thomas [5] y la de los
famosos Iris de Fisher. Los detalles de estos resultados pueden ser consultados en [16]. A
continuacién sélo los ilustramos a través de la tabla de los peces de Amiard sin entrar en
la interpretacion de los resultados. Para la tabla de los peces de Amiard, 23 peces estan
distribuidos en tres acuarios que han sido sometidos a diferentes niveles de contaminacién
radioactiva, y se midieron 16 variables cuantitativas: las primeras 9 corresponden a la
radioactividad de ciertos érganos y las otras 7 a medidas fisicas.

Se busca M* que maximice el criterio varimax en un subconjunto de M obtenido
con generadores primarios de métricas, definidos por: M; = mW_tMl + %Mg Se hicieron
cuatro escogencias para el conjunto M = {Mj,Mx}: M = {V,I,}, M = {I,, V7 1},
M = {V, Dyjp2} y M = {D1/02, V~1}. Se aplic6 la generacién con varios dngulos 6 de
rotaciones, de 0.1 a 1.5, con un paso de 0.1.

En la tabla 1 se presentan los diferentes valores V(M;) del criterio para los dngulos
0.7,0.8,0.9,1.0 y 1.1. Cada subfamilia de métricas esta compuesta por 10 métricas que
corresponden a las filas de cada tabla. Por columna se presentan los valores del criterio
para cada dngulo considerado; se marcé con un asterisco (*) el mejor valor del criterio
para cada generador y cada dangulo. El mejor de todos los valores estd marcado con doble
asterisco (**).

La métrica M™* que optimiza el criterio varimax, entre las familias de métricas gen-
eradas, corresponde a M* = D ;2 utilizando un dngulo de rotaciones de ¢ = 1.0. Con
M* la inercia explicada por los cinco primeros ejes principales es 90% de la inercia total.
Tal como sucedidé con los Iris de Fisher, la escogencia de M = D, /,2 parace preferible
a las otras métricas generadas. Hay que notar —como para los Iris— que la métrica de
Mahalanobis M = V! da los resultados méds pobres.

No se puede llegar a una conclusion general de los resultados obtenidos con las cuatro
tablas de datos consideradas. Quizés el estudio de otros generadores de métricas aportaria
una solucién al problema de la escogencia del producto escalar.

5 Perspectivas

La implementacion de los generadores primarios para diferentes técnicas de Anadlisis de
Datos estd en curso. Se estd trabajando en el Anélisis en Componentes Principales y
particionamiento mediante nubes dindmicas. Una implementacion informética de estos
generadores se estd incorporando al paquete estadistico PIMAD que se elabora bajo la
coordinacién del profesor O. Rodriguez. Asi mismo, a corto plazo se piensa estudiar el
comportamiento de los generadores proporcionales en algunas técnicas de analisis. Por otro
lado, actualmente estamos estudiando diferentes variantes en la definicién de generadores
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0: 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1

My =V .3449 3877 .3879 .4407 .4467
.3467 .3895 4158 .4407 .4481

.3450 .3658 .3879 .4326 4581 *

.3451 .3659 .4446 4327 4581 *

4275 .3645 4158 4142 .4467

.3495 .3852 .3901 .4697 .4580

.3472 .3853 .4446 4142 4581 *

4201 * .3651 4224 4326 .4480

.3547 .3732 .3919 .4160 .4468

My =1, 4275 5071 * | 4561 * .5050 * .4550
My =1 4275 .5071 * .4561 .5050 * .4550 *
4253 .4586 .5063 4691 .4423

4524 .4966 .4561 .4691 .4550 *

4253 .4596 4561 .4691 .4423

.4648 * 4970 .4561 .5050 * 4423

.4568 .4865 4611 .4691 4423

4524 .4586 .5073 .5050 * .4550 *

4253 4687 .5074 * 4937 4423

.4648 * .4596 4561 .5050 * .4423

My =Vv—1 .1048 1117 .0914 .0836 1120
My =V .3449 3877 .3879 .4407 .4467
4291 .3694 .3915 .4624 4581

.3463 .3844 .3893 4142 4581

4291 .3655 .3904 4327 4581

.3451 .3659 4157 4326 .4580

.3473 .3654 4158 4142 4581

.3482 .3663 3878 .4407 .4467

.3495 .3853 .3901 4327 .4582

.3570 .3755 .3942 4184 .4583

My =D, 2 6762 * | .6485 * | 6842 * | .7063 ** | .7022 *
My =Dy ;52 6762 * .6485 .6842 7063 ** | 7022 *
6475 .6514 .6866 * 7102 .6912

.6590 .6643 * .6598 6722 6745

.6600 .6568 .6504 6787 7018

.6205 .6061 .6018 .6057 .6418

.5193 .5136 .5455 .5444 .5861

.5766 .5389 .5524 .5867 .5618

4611 .4336 .3619 3781 .3806

4318 4742 .3701 .3463 .3689

My=V~1 .1048 1117 .0914 .0836 1120

189

Tabla 1: Resultados de la generacion primaria sobre la tabla de los peces de Amiard
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espectrales. Las heuristicas por implementar estan basadas principalemente en:

e dada una base ortonormal del espacio de individuos, se piensa variar un escalar \;

escogido aleatoriamente;

e ampliando la idea anterior, se escogerian dos escalares \; y A, y ademaés la rotacién

de los vectores correspondientes de la base ortonormal;

e hacer la modificacién directa de las normas de los vectores de la base candnica

(mediante un “paso” o una homotecia), o rotando los vectores de la base canénica,
o ambas cosas al mismo tiempo.

Algunas propiedades estan siendo investigadas.
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UNA PRESENTACION DE LA REGRESION MULTIPLE
MULTIDIMENSIONAL EN EL ESPACIO DE LOS INDIVIDUOS

MARYLENE TROUPE*

Resumen

La regresion miltiple multidimensional se presenta generalmente en el espacio de

las variables y para ¢ variables a explicar, es equivalente a ¢ regresiones multiples. El
ligamen que puede existir entre las variables a explicar no es utilizado en el célculo de
los coeficientes de regresion ni, por lo tanto, de las variables estimadas.
Nuestro propésito es usar este ligamen. Para ello, presentamos la regresién multiple
multidimensional en el espacio de los individuos. Para ello, usamos semi-productos
escalares relacionales asi como dos criterios introducidos por Schektman Y.: el efecto
de variabilidad de una variable y el efecto de asociacién de una variable con otra.
Cuando el semi-producto escalar del espacio de los individuos (medidos por las vari-
ables a explicar) es la inversa generalizada algebraica de la forma cuadrética de inercia,
el efecto de asociacién es nulo. Para proteger la regresion multiple multidimensional,
deseamos obtener —mediante un crecimiento del efecto de asociacién de dos variables a
explicar hacia el coeficiente de correlacién (positivo) de estas variables— un crecimiento
del coeficiente de correlacion entre las variables estimadas.

Palabras clave: efecto de asociacion, efecto de variabilidad, regresion multiple multidi-
mensional, semi-productos escalares relacionales.

Abstract

Generally, multivariate multiple regression is described in variables space, and

it is equivalent to a multivariate multiple regression on ¢ predictand variables or ¢
multiple regressions. So, possible links between predictand variables are not used
when searching estimated regression coeflicients and predicted variables.
We propose to use these links, and so, we present multivariate multiple regression in
the individuals space. In this order, semi-distances with relationship efects and two
criteria introduced by Schektman Y. are used: the first one is the variability effect,
and the second, the association effect. When the semi-distance of the individuals
space is equal to the algebraic generalised inverse of the quadratic form of inertia, the
association effect is null. To protect multivariate multiple regression, we would like to
obtain an increase of the correlation coefficient between two predicted variables when
the association effect of the two corresponding predictand variables increases towards
the (positive) correlation coefficient of these variables.

*Département de Mathématiques et Informatique, U.F.R. Sciences Exactes et Naturelles, Université
des Antilles-Guyane, Campus Fouillole, 97159 Pointe-a-Pitre, Guadeloupe, Francia
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Key-words: association effect, variability effect, multivariate multiple regression, semi-
distances with relationship effects.

Introduccién

La presentacién de la regresiéon, método que data del siglo anterior ([6]), se hace usualmente
en el espacio de las variables. En este contexto, varios enfoques de la regresién existen:
lineal, non lineal. Ademds, el particularismo de ciertos datos conduce a la utilizacién
de métodos de proteccién tales como la regresién ortogonalizada, la regresién pseudo-
ortogonalizada o Ridge-regression, la seleccion ascendante o descendante de variables, ...
(3],l6])

Nuestro propdsito es presentar la regresién lineal en el espacio de los individuos. Para
ello es necesario escoger en €l una “medida de proximidad”. Para ello, los semi-productos
escalares llamados relacionales ([9],[12]) serdn presentados en un primer momento (§ 2),
luego los operadores de proyecciéon ortogonal en el espacio de los individuos precederan
la presentacion de la regresién multiple multidimensional en este mismo espacio (§ 3).
Mostraremos entonces que para una escogencia particular de semi-producto escalar rela-
cional, se obtiene el modelo clésico de regresién multiple multidimensional.

En regresién multiple, [5] muestra el interés de la utilizacién de la regresién en el
espacio de los individuos para la proteccion. En un contexto similar, estamos estudiando
la proteccién de la regresién multiple multidimensional. Este estudio consiste en usar un
generador de semi-productos escalares eliminando los “efectos de variabilidad” (cf. § 3.1)
de las variables a explicar, y deseamos hacer decrecer hacia 0 los “efectos de asociacion”
(cf. § 3.1) entre estas diferentes variables. En la tltima seccién (§ 4), presentaremos esta
via de investigacion

1 La regresién miultiple multidimensional clasica (Recorda-
torio)

Se tienen p+q variables medidas en una poblacién de n individuos ponderados por {w; /i =

n
1,...,ny2wi:1}.
i=1

Sean G, = {z',...,2P}, el conjunto de las variables explicatives
y Gy = {y',...,y?}, el conjunto de las variables a explicar.
i g -
Setiene GLUG, = {z1,... 2P, 2PTL .. 2PT4} con { zg - :E;'»_p tJ €il...p}
zi o =y; 0 osije{p+l,....p+q}
ysepone X = [zt|---|2P] y Y = [y}] - |y9]. Se busca entonces una relacién lineal del tipo
Y = XB+edonde B = [--- |B¥|- -] es la matriz de dimensién p x q de los coeficientes de

regresiéon y € es la matriz de dimensién n X p de las términos de error.
La solucién clésica obtenida por el método de minimos cuadrados (minimizacién de

q
> y* — X B¥) D (y* — X B")) es el estimador B = (X DX)"'XDY = [---|B¥| ]
k=1
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donde (X D X)~ es la inversa generalizada interna ([8]) de X D X, B¥ = (!X D X)~ X D
y D, la matriz diagonal de pesos cuyo i®™° elemento es w;.

Se sabe que esta regresion multiple multidimensional es equivalente a ¢ regresiones
multiples ([10],[13]).

En el espacio de los individuos, mostramos que esta propiedad es obtenida para un
caso particular de semi-producto escalar relacional.

2 Los semi-productos escalares relacionales

2.1 Algunas notaciones tutiles

Se consideran los espacios (euclideos):

e I llamado espacio de los individuos, de dimensién p + ¢

e F' llamado espacio de las variables, de dimensién n

a los que se asocian las bases canodnicas (e) = {e;j /j = 1,...,p + ¢} donde e; = e;(x) si
Jje{l,....ptvei=ejp(y)sige{l,....q}, vy (f)={fi/i=1,...,n}. Se denota E* y
F*, las espacios duales de F' y F, de bases respectivas (e*) y (f*), las bases duales de (e)
y (f):

Si denotamos z1, ..., z, los individuos (en E), entonces Vj € {1,...,p + ¢}, la medida
de la variable 27 para el individuo 2; es denotada z7.

Para transcribir una tabla de datos con los valores {zf Ji=1,...,n,j=1,...,p+q},
se introduce la aplicacién Z : E* — F definida por Z(ej) = 2J. La transpuesta de ésta
p+q

verifica necesariamente 'Z(f}) = z; = Z z] e;.
J=1

Ademss, a la matriz diagonal de pesos D, se le asocia sobre F2 el semi-producto escalar
de pesos, igualmente denotado D, no degenerado sobre Im Z y de rango igual a rang Z
([13]). Asf, la forma bilineal simétrica denotada V asociada a la aplicacién lineal 'Z D Z
es un semi-producto escalar.

Se tiene Im Z = F, + I, donde F, y F, son los sub-espacios del espacio de las variables
F', respectivemente engendrados por las variables de G, y de G,. A esta suma, se le asocia
por dualidad la descomposiciéon E = E, @ E,, y se denota In, y Pry (resp. Iny y Pry)
la inyeccion y la proyeccién canénicas asociadas a E, (resp. E,), E, (resp. Ey) el espacio
canénicamente isomorfo a E, (resp. E,), E* (resp. E;) el espacio dual de E, (resp. E'y)
Las aplicaciones Iny, In;, Pry y Pry son definidas sobre £} y E; de manera andloga a
In, y Prg.

Sea M, una forma bilineal simétrica sobre E? a la que se asocia la matriz, igualmente
denotada M, particionada como sigue:

_ | My | May

donde M, ='n, M In,, , M, = tInyMIny y Mgy = tIanIny = tMyx.
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Asi mismo, la matriz asociada a la forma bilineal simétrica V tiene el particionamiento:

| Ve | Vay
-

donde V, ='XDX |, V, =% DY , Vo ="XDY =W, y X (resp. Y) (cf. § 1) es la
matriz asociada a la aplicacién lineal de mismo nombre definida por X = Z In} (resp.
Y =Z1Iny).

La aplicacién V' es un semi-producto escalar sobre E* y se muestra ([12],[13]) que si M
es un semi-producto escalar de sub-espacio de no degeneracién Im(In, 'X) @ Im(In, *Y),
entonces M, (resp. M,) es un semi-producto escalar de sub-espacio de no degeneracién
Im !X (resp. Im%).

2.2 Definicion de los semi-productos escalares relacionales

Se dispone de los semi-productos escalares M, y M, de sub-espacios de no degeneracién
respectivos Im’X y Im?Y", y de rangos respectivos rangX y rangY .
El problema se plantea asi:

Dadas M, y M,, cémo escoger la forma bilineal M, y por consiguiente M,
(i) para que tome en cuenta las correlaciones observadas entre los dos grupos
de variables G y Gy, y (ii), para que M sea un semi-producto escalar sobre
E de sub-espacio de no degeneracién Im'Z.

La solucién propuesta por Schektman Y. (1978) es la siguiente ([9]):

Definicion 2.1
Si M, y My son semi-productos escalares de sub-espacio de no de-
generacion respectivos Im'X y Im', entonces el semi-producto es-
calar M sobre E = E, ® E, es un semi-producto escalar relacional
para {E;, Ey} siy solo si

- los vectores axiales principales {uj(z) /j =1,...,rang X'}
y{up(y)/k = 1,...,rangY'}, y las componentes princi-
pales {UI(x) /j=1,...,rtang X} y {U*(y) /k =1,...,rang Y’}
de los ACP de (X, M,,D) y (Y,M,, D) son tales que:

V(j, k) € {1,...,rtang X} x {1,...,rang Y}, se tiene

U () Uk (y) ]
VDWI (@), Ui(@)] /DU (), Uk (y)]

Moy iy (), ug (3)] = D[

- Y(2,9) € ExxE, tal que & € (Im'X) donde § € (ImY) L,
se tiene
Mmy(j,g) =0.

En la pratica, se usa la expresion algebraica siguiente:
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Propiedad 2.1
El semi-producto escalar M sobre E es relacional para {Ey, Ey} si
y solo si se tiene:

Mxy =M, [(V:ch)l/z]_ ny My [(VyMy)1/2]_

donde [(VuM)Y2)~ (resp. [(VyM,)'/?]7) es la inversa generalizada
algebraica de VM, (resp. Vy,M,) de imagen Im'X (resp. Im'Y') y de
nicleo ker M, (resp. ker M, ).

Se deduce que:

Corolario 2.2
Si My =V~ y My =V, donde V= (resp. V) es la inversa
generalizada algebraica de V (resp. V,) de imagen Im M, (resp.
Im M, ) y de nicleo ker M, (resp. ker M, ), entonces el semi-producto
escalar M sobre E es relacional para {Ey, Ey} si y solo si se tiene:

My =V Vi V.

3 La regresion miiltiple multidimensional en el espacio de
los individuos

3.1 Algunas herramientas

e Un operador de proyeccion ortogonal
Se denota Py, el operador definido sobre E por: P, = Iny, M, "In, M donde M, es la
inversa generalizada algebraica de M, de imagen Im'Y" y de niicleo ker Y. Se muestra que

([13]):

Propiedad 3.1
El operador P, es un operador de proyeccion ortogonal sobre
Im(In,Y)(C E,).

Presentamos a continuacién dos criterios: el primero (EV') serd usado para definir la
regresion (cf. § 3.2), y el segundo (FA), para presentar una propiedad de esta regresién
(cf § 4).

Sea N, la nube de individuos {y; = fy},...,y!]/i = 1,...,n} ponderados por los pesos
e “El efecto de variabilidad” (EV') ([5],[11])

Definicién 3.1
- El “Efecto de Variabilidad” de una variable y* sobre la forma de
la nube Ny relativamente al semi-producto escalar M, estd definido
por:

var y*

ky _
EV, (y") = I(PAei,”y W'
k

)(Ny)) =

(v
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donde I(PAeiwy ) (Ny)) es la inercia de la proyeccion ortogonal de la

nube Ny de los individuos sobre el sub-espacio AekMy (y) engendrado

por el vector e,iwy (y) de la base My-dual de la base candnica (e) de

E,.

- ademds, se dice que el semi-producto escalar M, elimina los efectos
de variabilidad de todas las variables si y sdlo si Vk € {1,...,q} se
tiene:

EVy, (y*) = a, donde a es una constante positiva.

Propiedad 3.2
Si M, = aV,~, entonces el semi-producto escalar M, elimina los
efectos de variabilidad de todas las variables.

e “El Efecto de Asociacion” (EA) ([5],[11])

Definicién 3.2
- El “efecto de asociacion” de una variable y* con una variable y*
sobre la forma de la nube Ny relativamente al semi-producto escalar
M, es definido por:

M 1
EA l; ky _ PIN,/ Ael(y)lXAeky(y) ] — (5 : k
) Py Wl Ty o] )

donde “PI” designa el producto de inercia y szy =Y (M(e(y)))-
- Se dice que el semi-producto escalar M, elimina el efecto de aso-
ciacidon de la variable y' con la variable y* siy sélo si EAp, (v y®) = 0.

Propiedad 3.3
El semi-producto escalar M, elimina los efectos de asociacién de
todas las variables si y solo si My, = aV,~ donde a es una constante
positiva.

Observacion

Las propiedades 3.2 y 3.3 muestran que en el corolario 2.2, la escogencia de M, =V~
y My =V, corresponde a la eliminacién de los efectos de variabilidad y de los efectos de
asociacion de todas las variables.

3.2 Definicion de la regresion en el espacio de los individuos

Recordemos que el modelo usado es Y = X B + € y que el método de regresién lineal
clasico conduce a: R R
BY=(XDX)"'XDy* y yF=XxB*
La definicién de la regresién miiltiple multidimensional en un contexto relacional es la
siguiente ([10],[13]):
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Definicion 3.3
Como el semi-producto escalar M es relacional para {E,, E,},
st M, =V, y M, elimina el efecto de variabilidad de las variables de
Gy, entonces los valores ajustados de la regresion mailtiple multidi-
mensional de las variables {y* /k =1,...,q} respecto a las variables
{27 )j=1,...,p} son definidos por:

ui[ M) = Z@f[My] ex(y) = Py(x;) donde i € {1,...,n}.
k=1

No perdamos de vista que se trata de una optimizacién. Mostremos entonces que en el
espacio de los individuos, el semi-producto escalar relacional es el mejor bajo la restriccion
M, =V y My =V; (13))
Propiedad 3.4
n
Si M, =V, y My, =V, entonces el minimo de Zwi d2, (yi, Py(:ni))

i=1
es alcanzado por el semi-producto escalar M relacional para {E,, Ey}.

Sirang X = p yrang Y = q, entonces este minimo es alcanzado por, y
solamente por, el semi-producto escalar M relacional para {E,, E,}.

Para demostrar esta propiedad, se usa el lema siguiente ([4],[13]):

Lema 3.1
Si T, y T, son semi-productos escalares respectivemente sobre Ej y

2
Ey, entonces la aplicacion R[T,,T,] de (ﬁ(Ex,EZ)) en IR definida
2
por V(Ay, Ay) € (E(Ex,E;))
R[Tx, Ty](Al, Ag) = traza(A1 Tx tAg Ty)
es un semi-producto escalar.

e Demostracién (resumida de la propiedad 3.4)

iwi d3, (yi, Py(xi)) = iwi M(yZ — Py(xi),yi — Py(xi))
= traza(V, V") — 2traza(My, Viy) + traza(My, Ve Myy Vy)
= rangY — 2traza(My, ViV, Vi V7 Vy) + R[Ve, V[ (Mye, My,)
= rangY — 2 R[Vy,V,|(Myz, V, Ve Vi) + R[Va, Vi [ (Mys, My,)

= rangY — R[V,, Vy](Vy_ Ve Vi s Vg Vi V)
+R[V,, Vy](Myx — Vy_ Vye Vi s Myg — Vy_ Vyz VD)
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n
Por lo tanto Z w; d?\/[ (yi, Py(xi)) es minimo para M,, = Vy_ Ve V@
i=1

Los valores estimados de la regresiéon son dados por:

Propiedad 3.5

Si M es un semi-producto escalar relacz'onal tal que M, =V,
entonces Vi € {1,...,n} se tiene: Py(x;) = Z(Z Bk ) 1Y)
k=1 j=1
q
BEIML] = Bl 1/21—
donde BY| _;B [V, M,)2] ]kl.

Ademss, la equivalencia con la regresion multiple multidimensional en el espacio de las
variables se obtiene para M, =V~ y M, = V,~. En efecto, se tiene:

Propiedad 3.6
Si el semi-producto escalar M relacional para {E,, E,} es tal que

M, = Vx_ y My = V7, entonces V(j,k) € {1,...,p} x {1,...,q},

y
yVie{l,. n} 5€ tiene:
i) Py(e;(x Z Bk ex(y
! k S nk ,.J
i) Py(z;) = Zﬂz ex(y) donde gF = ZBj z.
k=1 j=1

Se tiene ademsés:
Propiedad 3.7
Si My =V, y My =V, c’est a dire si on elimina :
- el efecto de variabilidad de las variables de G,
- el efecto de variabilidad de las variables de G,
- el efecto de asociacion entre todas las variables de G,
- el efecto de asociacion entre todas las variables de G,

entonces la regresion maultiple multidimensional de las variables de
Gy respecto a las de G, es equivalente a las q regresiones mailtiples
unidimensionales de cada una de las variables y* (k € {1,...,q})
respecto a las variables de G,..

4 Une propiedad de la regresiéon en un contexto relacional

4.1 Punto de vista experimental

Nos colocamos en dimensién 2 en E'y F. Para G, = {2}, 22} v G, = {y', y?}, obsérvese,
haciendo evolucionar M, de D, Jo? hacia V,~ por generacién de (semi-) productos escalares

relacionales con efecto de variabilidad constante ([5],[13]) que ,0(@71 [M, ()], 7 [My(t)]) de-

crece cuando EAyy, ) (y', y?) crece.
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4.2 Punto de vista tedrico

e1(y), e2(y))
2

Se muestra entonces que si M, elimina el efecto de variabilidad de las variables yly y2,
se tiene ([13]):

o EAn, (y',y?) =

Para verificar la observacion anterior, el parametro ( = tan (> 0) es usado.

1+ p(yt,y%) — (1= p(y', y?)) ¢
V2 [+ el + (= o2 ¢

. o(714), 7201,)) = 2
\/(V2 ¢ +w)? — vf ¢
donde 1y = m (<I>11 -2 \/Zj;{>12 + Z—; <I>22) >0
Y = pz(yl,zﬂ) (- Z—;<1>22)
vy = m(@ll-FQ\/g@lz-Fz—;%z)Zo
o = [a e,

de donde se deduce que

Propiedad 4.1
Para ¢ > 0, si p(y',y?) es positivo (resp. negativo) entonces
- EAy, (y', y?) es una funcidn decreciente (resp. creciente)

de ¢,
Y - p(gl [M,], 7 [My]) es una funcion creciente (resp. decre-
ciente) de C.

Conclusion

La presentaciéon de la regresién multiple multidimensional tiene la ventaja de permi-
tir aproximar el semi-producto escalar V= por generacién de semi-productos escalares
([5],[13]). Cuando las variables a explicar son muy correlacionadas, V,~ es numéricamente
poco estable. El objetivo es usar el criterio “efecto de asociaciéon (EA)” que crece hasta
p(y', %) (para p(y',y?) positivo) a medida que uno se aleje de V. Teniendo en cuenta
el hecho que obtenemos un decrecimiento del coeficiente de correlacién entre las variables
estimadas, nos proponemos, de acuerdo con las observaciones de Cazes P. ! y a algunas

'Université Paris IX Dauphine - FRANCE ~ **) Université Paul Sabatier, Toulouse - FRANCE
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ideas emitidas por Schektman Y. **), modificar el procedimiento, para obtener un crec-
imiento del coeficiente de correlacién cuando se anade efecto de asociacién en el modelo

([13]).
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